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IV
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1.1. Definicíon de trayectoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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3.6. El ćalculo del grupo fundamental de la circunferencia . . . . . . . . . . . . 69

V
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Introducci ón

El objetivo principal de este trabajo es presentar de manera accesible el cálculo del grupo
fundamental de la circunferencia usando la teorı́a de espacios cubrientes y transformaciones
cubrientes.

En el primer caṕıtulo comenzaremos por definir algunos conceptos topológicos como tra-
yectorias, homotoṕıa y homotoṕıa relativa lo cual nos permitira definir, para cada espacio
topológico con punto basex0 ∈ X, un grupo llamado el grupo fundamental deX que de-
notamos porπ1(X,x0). Resulta ser que este grupo es un invariante topolólogico, es decir,
si dos espacios son homeomorfos sus grupos fundamentales son isomorfos. Esto es conse-
cuencia de que una función continua entre dos espacios topológicos induce un homomorfis-
mo de grupo entre los grupos fundamentales asociados, donde además dicho homomorfismo
cumple una propiedad llamada propiedad de funtorialidad.

En el segundo capı́tulo introducimos el concepto de espacio cubriente, se enuncian y de-
muestran el teorema de levantamiento de trayectorias y el teorema de levantamiento ho-
motoṕıa, definimos una acción del grupo fundamental del espacioX sobre la fibra de un
cubrienteX̃ y demostramos que dicha acción es transitiva. Adeḿas se demuestra que todas
las fibras de un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad. Dado que cada fibra es dis-
creta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas.

Finalmente, en el tercer capı́tulo como nuestro principal objetivo es calcular el grupo fun-
damental de la circunferencia, vemos la estrecha relación que existe entre el concepto de
grupo fundamental y la teorı́a de espacios cubrientes, para eso enunciamos y demostramos
resultados importantes como lo es el criterio del levantamiento, este criterio nos da un ejem-
plo de un teorema bueno de topologı́a algebraica. Ḿas adelante vemos que el teorema 3.9
ampĺıa dicho criterio. Adeḿas definimos el espacio cubriente universal de un espacioX.

(Esto es un espacio cubriente que es conexo y simplemente conexo) y mostramos que de
existir el espacio cubriente universal esúnico.

Por otra parte dada una aplicación cubrientep : X̃ −→ X consideramos el conjunto de
todas los homomorfismos dẽX enX̃ tales queph = p. Dicho conjunto resulta ser un grupo
el cual denotaremos porCov(X̃/X). Demostramos que dicho grupo actúa transitivamente
en la fibra del punto base del cubrienteX̃ y tambíen definimos la equivalencia entre espa-
cios cubrientes,p : X̃ −→ X y q : X̃ −→ X de un espacioX si existe un homeomorfismo
h : X̃ −→ Ỹ entre ellos tal queph = q.
Despúes demostramos que el normalizador del subgrupop∗π1(X̃) del grupo fundamental
π1(X) cociente el subgrupop∗π1(X̃) es isomorfo aCov(X̃/X), es decir,(Cov(X̃/X) ∼=
Nπ(p∗π1(X̃))/p∗π1(X̃)). Dicho resultado es el ḿas importante de este trabajo pues des-
pués observamos que sip : X̃ −→ X es un cubriente universal deX (es decir,π1(X̃) = 1
con X̃ conexo) entonces el homomorfismo inducidop∗ : π1(X̃) −→ π1(X) es tal que
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p∗π1(X̃) es el grupo trivial (puesπ1(X̃) = 1) y aśı el normalizador del grupo trivial
p∗π1(X̃) esπ1(X) (pues el normalizador del subgrupo trivial deπ1(X) es por definicíon,
el subgrupo ḿas grande deπ1(X) que contiene a el grupo trivial como subgrupo normal, es
decir esπ1(X)) y concluimos queCov(X̃/X) es isomorfo aπ1(X) cuandoX̃ es conexo
y simplemente conexo.

Usando estos hechos y que(R, e2πit) es el cubriente universal deS1 consideramos el gru-
po de transformaciones cubrientesCov(R/S1) y por ćalculo directo demostramos que
Cov(R/S1) es isomorfo aZ. Por lo que concluimos que el grupo fundamental de la cir-
cunferencia esZ.



Caṕıtulo 1

El grupo fundamental

En este caṕıtulo vamos a considerar trayectorias sobre un espacio topológicoX y una re-
lación de equivalencia entre ellas conocida como homotopı́a relativa. Posteriormente, defi-
niremos cierta operación sobre la colección de estas clases de equivalencia que la convierte
un grupo. Llamaremos a dicho grupo elgrupo fundamental del espacio X . Adeḿas ha-
blaremos de algunos resultados relativos a la conexidad para mostrar algunos resultados
importantes en los siguientes capı́tulos.

1.1. Definicíon de trayectoria

Definición 1.1. SeaX un espacio topológico yx0, x1 ∈ X, una trayectoria enX dex0 a
x1 es una funcíon continuaf : [0, 1] −→ X tal quef(0) = x0 y f(1) = x1.

Obśervese que la trayectoria es la funciónf y no la imagenf([0, 1]); a la imagen se le llama
una curva enX.

1.2. Homotoṕıa

Definición 1.2. SeanX,Y espacios topológicos yf0, f1 : X −→ Y funciones continuas.
Se dice quef0, f1 son homot́opicas si existe una función continuaF : X × [0, 1] −→ Y tal
que para todox ∈ X

F (x, 0) = f0(x)

F (x, 1) = f1(x)

7



8 El grupo fundamental

La funciónF se llama una homotopı́a entref0 y f1. Cuando tal homotopı́a existe escribi-
mosf0 ' f1.

Observemos que para cadat ∈ [0, 1], F define una funcíon continuaFt : X −→ Y dada
porFt(x) = F (x, t) para cadax ∈ X.

De modo que podemos imaginar una homotopı́a como una familia de funciones continuas,
dondef0 se deforma continuamente enf1.

Si f0 y f1 son dos trayectorias, es decir, con dominioX = I = [0, 1], existe una relación
más fuerte que es la homotopı́a relativa definida de la siguiente manera.

Definición 1.3. Seanf0, f1 : [0, 1] −→ Y dos trayectorias enY, diremos quef0 ' f1
rel {0, 1} si y śolo si existeF : I × I −→ Y continua tal que para todox, t ∈ I

F (x, 0) = f0(x)

F (x, 1) = f1(x)

F (0, t) = x0

F (1, t) = x1

Esta definicíon nos dice que los puntos coinciden en los extremos de las trayectoriasf0 y
f1, aśı estos permanecen fijos durante la deformación como en la siguiente figura.
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A continuacíon introducimos un resultado clásico en topoloǵıa, conocido como ellema
de pegado el cual nos permitiŕa demostrar que la concatenación de trayectorias es nueva-
mente una trayectoria.

Lema 1.4. Supongamos que un espacioX es una uníon finita de subconjuntos cerrados
X =

⋃n
i=1Xi. Si para alǵun espacioY existen funciones continuasfi : Xi −→ Y tales

que coinciden en sus intersecciones,(fi|Xi ∩ Xj = fj |Xi ∩ Xj para cadai, j) entonces
existe unáunica funcíon continuaf : X −→ Y conf |Xi = fi para todoi.

Demostracíon:

Es claro quef definida porf(x) = fi(x) si x ∈ Xi es unaúnica funcíon bien definida
f : X −→ Y con restriccionesf |Xi = fi para todoi. Aśı que śolo falta probar quef es
continua.

SeaC un subconjunto cerrado enY, entonces

f−1(C) = X ∩ f−1(C)

=

(
n⋃

i=1

Xi

)

∩ f−1(C)

=
n⋃

i=1

(Xi ∩ f
−1(C))

=
n⋃

i=1

(Xi ∩ f
−1
i (C))

=
n⋃

i=1

f−1i (C).

Luego, como cadafi es continua, se tiene quef−1i (C) es cerrado enXi; adeḿas, comoXi

es cerrado enX, se sigue quef−1i (C) es cerrado enX. Por lo tantof−1(C) es cerrado en
X, siendo la uníon finita de los conjuntos cerradosf−1i (C) se concluye quef es continua.

�

Definición 1.5. Seanf, g : I −→ X dos trayectorias tales quef(1) = g(0).
El producto de trayectorias denotado porf ∗ g es la trayectoria definida de la siguiente
manera:

(f ∗ g)(t) =

{
f(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2
g(2t− 1) 1

2 ≤ t ≤ 1.

Notemos que efectivamente la funciónf ∗g est́a bien definida enI y es continua por el lema
de pegado, basta tomar los subconjuntos cerradosX0 = [0,

1
2 ] y X1 = [

1
2 , 1] para verificar

quef y g satisfacen las condiciones del lema de pegado.

Sin embargo, la multiplicación de lazos no es asociativa, es decir,(f ∗ g) ∗ h 6= f ∗ (g ∗ h).



10 El grupo fundamental

Definición 1.6. SeaX espacio topoĺogico yf : [0, 1] −→ X, una trayectoria enX. Defi-
namos la trayectoria inversa def, por f−1(t) = f(1− t).

Definición 1.7. Seax0 ∈ X fijo, definimos la trayectoria constantex0 : I −→ X por
x0(t) = x0 para todot ∈ [0, 1].

Definición 1.8. Seax0 ∈ X. Decimos que una trayectoriaf : I −→ X es un lazo basado
enx0 si f(0) = f(1) = x0.

Observemos que el productof ∗ g est́a bien definido para todo par de lazos con punto base
en alǵunx0 ∈ X.

Introducimos una relación de equivalencia en el conjunto de lazos basados enx0.

Definición 1.9. Seanf, g : I −→ X lazos basados enx0. Decimos quef y g est́an rela-
cionados si y śolo sif ' g rel {0, 1}.

Se dice que dos lazosf y g enX son quivalentes sif y g son homot́opicos relativamente al
{0, 1}. La relacíon en la definicíon 1.9 cumple con las propiedad de ser reflexiva, transitiva
y simétrica.

Definición 1.10. Sea[f ] la clase de equivalencia del lazof . Definimos ahora un producto
de clases de equivalencia de lazos por

[f ][g] = [f ∗ g].
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Observemos que la relación de equivalencia y el producto que hemos definido son compa-
tibles en el siguiente sentido: Sif0 ∼ f1 y g0 ∼ g1, entoncesf0 ∗ g0 ∼ f1 ∗ g1.

Veamos que la homotopı́a buscada es:

H(x, t) =

{
f(2x, t) 0 ≤ x ≤ 1

2
g(2x− 1, t) 1

2 ≤ x ≤ 1.

para todax, t ∈ [0, 1]
Aśı, es posible multiplicar clases de equivalencia de lazos: Sif y g son trayectorias tales
quef(1) = g(0), entonces tenemos queH es continua por el lema de pegado, ası́ tiene
sentido definir el producto de sus clases[f ][g] = [f ] ∗ [g], es decir, la equivalencia de su
trayectorias es compatible con su producto.

1.3. El grupo fundamental

Lema 1.11. SeaX un espacio topológico yx0 ∈ X fijo. Veamos que estas propiedades
forman un grupo, esto es,

1. [f ] ∗ ([g] ∗ [h]) = ([f ] ∗ [g]) ∗ [h]

2. [f ] ∗ [x0] = [x0] ∗ [f ] = [f ]

3. [f ] ∗ [f−1] = [f−1] ∗ [f ] = [x0]

1. Tenemos que ver quef ∗ (g ∗ h) es hoḿotopo a(f ∗ g) ∗ h para ello basta definir la
siguiente homotoṕıa;

F (x, t) =






f
(
4x
t+1

)
0 ≤ x ≤ t+1

4

g(4x− t− 1) t+1
4 ≤ x ≤

t+2
4

h(4x−t−22−t )
t+2
4 ≤ x ≤ 1.
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y comprobar que,

F (x, 0) = f ∗ (g ∗ h) y F (x, 1) = (f ∗ g) ∗ h

2. Considerando

F (x, t) =






f
(
2x
2−t

)
0 ≤ x ≤ 2−t

2

x0
2−t
2 ≤ x ≤ 1.

Se tiene quef (tómese at = 0) y f ∗x0 (tómese at = 1) son homotopos. Un razonamiento
simétrico cambiando en la formula anteriorx por1−x y af porf−1 esto prueba quex0 ∗f
tambíen lo son.

3. Definiendo,

F (x, t) =

{
f(2xt) 0 ≤ x ≤ 1

2
f(2t(1− x)) 1

2 ≤ x ≤ 1.

Se tiene queF (x, 0) = x0 y F (x, 1) = (f ∗ f−1) donde[f ] ∗ [f−1] = [x0]. Cambiandox
por1− x se tiene que[f−1] ∗ [f ] = [x0]. Ver la demostración en [4] pag. 44.

�

Definición 1.12. El grupo del lema 1.11 se llama el grupo fundamental deX con punto
basex0 y se denota porπ1(X,x0).

1.4. Funtorialidad

Intuitivamente est́a claro que el grupo fundamental es un invariante topológico del espacio
X, pues espacios homeomorfos tendrán grupos isomorfos y la composición de funciones es
preservada. Una forma de probar este hecho es introduciendo el concepto de “homomorfis-
mo inducido” por una aplicación continua, teniendo en mente la siguiente figura.
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1.4.1. Homomorfismo inducido

Si ϕ : (X,x0) −→ (Y, ϕx0) es una funcíon continua entonces tenemos una aplicación
ϕ∗ : π1(X,x0) −→ π1(Y, ϕ(x0)) definido porϕ∗[f ] = [ϕ ◦ f ].

Veamos queϕ∗ esta bien definida.

Seaf0 ' f1 rel {0, 1} entonces existeF : I × I −→ Y continua tal que

F (x, 0) = f0(x)

F (x, 1) = f1(x)

para todox ∈ X

F (0, t) = x0

F (1, t) = x1

para todot ∈ I

DefiniendoG : I × I −→ Y como

G(x, t) = ϕ ◦ F (x, t)

entonces,

G(x, 0) = ϕ ◦ F (x, 0) = ϕ(f0(x))
G(x, 1) = ϕ ◦ F (x, 1) = ϕ(f1(x))
G(0, t) = ϕ ◦ F (0, t) = ϕ(x0)
G(1, t) = ϕ ◦ F (1, t) = ϕ(x1)

Por lo tanto,ϕ ◦ f0 ' ϕ ◦ f1 rel {0,1} y se sigue queϕ est́a bien definida.

Probaremos enseguida queϕ∗ es un homomorfismo de grupos, i.eϕ∗([f ][g]) = ϕ∗([f ])ϕ∗([g]).

Seaf y g lazos enX con punto basex0 y recordemos que

(f ∗ g)(t) =

{
f(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2
g(2t− 1) 1

2 ≤ t ≤ 1.
(1.1)

Sabemos queϕ∗([f ∗ g]) = [ϕ(f ∗ g)]

Aśı, tenemos que:

ϕ∗([f ][g]) = ϕ∗([f ∗ g]) = [ϕ(f ∗ g)]

= [ϕf ∗ ϕg] por (1.1)

= [ϕf ] [ϕg]

= ϕ∗([f ])ϕ∗([g]).

por lo tantoϕ∗([f ][g]) = (ϕ∗[f ])(ϕ∗[g]).
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Lema 1.13. Siψ : (Y, ϕ(x0)) −→ (Z,ψϕ(x0)) es tambíen una aplicacíon continua, en-
tonces tenemos las siguientes propiedades:

1. (ψϕ)∗ = ψ∗ϕ∗.

2. id∗ = id dondeid : (X,x0) −→ (X,x0) es la aplicacíon identidad.

Para demostrar la primera propiedad sea[h] ∈ π1(X,x0), entonces

(ψϕ)∗[h] = [(ψϕ)h]

= [ψ(ϕ(h))]

= ψ∗[ϕ(h)]

= ψ∗ϕ∗[h].

Si id : X −→ X es la identidad y[g] ∈ π1(X,x0) entoncesid∗([g]) = [id ◦ g] = [g] de
sigue queid∗ es el homomorfismo identidad enπ1(X,x0).

Este homomorfismo inducido será extraordinariamente importante en el estudio del grupo
fundamental. Usando laspropiedades de funtorialidad (anteriores) probaremos el si-
guiente teorema.

Teorema 1.14. Si ϕ : X −→ Y es un homeomorfismo tal queϕ(x0) = y0, entonces
ϕ∗ : π1(X,x0) −→ π1(Y, y0) es un isomorfismo de grupos.

Demostracíon:

Dado queϕ : X −→ Y es homeomorfismo entonces existeψ : (Y, y0) −→ (X,x0) conti-
nua tal queϕ ◦ψ = id(Y,y0) y ψ ◦ϕ = id(X,x0) entonces(ϕ ◦ψ)∗ = id∗ y (ψ ◦ϕ)∗ = id∗
esto implica queϕ∗ ◦ ψ∗ = id∗ y ψ∗ ◦ ϕ∗ = id∗ por las propiedades 1 y 2.

Por lo tantoϕ∗ es isomorfismo de grupos.

�

1.4.2. Ejemplos

1. Si hayúnicamente una clase de homotopı́a de trayectorias que conectan al punto base
x0 con el mismo, es decir, de trayectorias cerradasx0 entoncesπ1({x0}, x0) = 1

2. ParaS1, intuitivamente podemos ver queπ1(S1, x0) ' Z, donde a cada clase de lazos
enS1, est́a caracterizada por el número de vueltas que le da la circunferencia. Más a
delante mostraremos formalmente queπ1(S1, x0) ' Z una vez que estudiemos los
espacios cubrientes.
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Más adelante estudiaremos la teorı́a de espacios cubrintes para ası́ calcular el grupo funda-
mental de la circunferencia, y para eso recordaremos algunos conceptos que usaremos más
adelante, como conexo, conexo por trayectorias y simplemente conexo.

Definición 1.15. Decimos que el espacioX es conexo si, para todos los conjuntos abiertos
U y V enX tales queX ⊂ U ∪ V, se tieneU ∩ V 6= ∅.

Definición 1.16. Decimos que un espacio topológicoX es conexo por trayectorias si para
cadax, y ∈ X existe una trayectoria dex a y.

Definición 1.17. Un espacio topoĺogicoX se dice que es simplemente conexo si es conexo
por trayectorias yπ1(X,x) = {1} para alǵunx ∈ X.

Observacíon 1.18.Sn es simplemente conexo para todan > 2

Aunque ya hallamos definido el grupo fundamental, hasta el momento no es suficiente cal-
cular el grupo fundamental de la circunferencia, ya que para que eso sea posible es impor-
tante, hablar de espacios cubrientes, levantamiento de trayectorias, homotopias y tranforma-
ciones cubrientes. De esta manera ver como el grupo fundamental y los espacios cubrientes
estan muy relacionados, y como no resulta ser trivial calcular el grupo fundamental de la
circunferencia, que es nuestro principal objetivo.
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Caṕıtulo 2

Espacios cubrientes

Pasaremos a estudiar uno de los conceptos más importantes de la topologı́a algebraica, como
lo es el espacio cubriente, en este capı́tulo introducimos este concepto ası́ como el teorema
de levantamiento de trayectorias y levantamiento de homotopı́a, de esta manera definimos
la accíon del grupo fundamental del espacioX sobre la fibra de un cubrientẽX y decimos
cundo dicha acción act́ua transitivamente, también hablaremos del espacio cubriente regu-
lar donde en el tercer capı́tulo estos resultados se veran mas estrechamente relacionados
con el grupo de tranformaciones cubrientes para ası́ cálcular el grupo fundamental de la
ciercunferencia.

Definición 2.1. SeanX̃,X espacios topológicos y seap : X̃ −→ X continua. Un conjunto
abiertoU enX est́a parejamente cubierto porp si p−1(U) es una uníon ajena de conjuntos
abiertosSi ⊂ X̃, llamadas hojas, conp|Si : Si −→ U un homeomorfismo para cadai.

Ejemplo 2.2: Consideremos la aplicación exponencial complejaexp : R −→ S1 dada por
exp(t) = e2πi. Entonces el conjunto abiertoU = S1−{−1} est́a parejamente cubierto por
exp; en efecto, de la formula de Euler

exp(t) = e2πit = cos 2πt+ isen2πt.

Seat ∈ exp−1(U) o bienexp(t) 6= −1. Al ser laexp periodica con periodo2π, exp 6= −1
si y śolo si−π+2πn < 2πt < π+2πn, para alǵunn ∈ Z, o equivalentemente,−12 +n <
t < 1

2 + n para alǵunn ∈ Z.

Por lo tanto

exp−1(U) =
⋃

n∈Z

(

n−
1

2
, n+

1

2

)

.

17
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Aśı, las hojas en este caso son intervalos abiertos. Notemos que

(n−
1

2
, n+

1

2
) ∩ (n′ −

1

2
, n′ +

1

2
) = ∅

para todon 6= n′enteros y

exp|(n− 1
2
,n+ 1

2
) : (n−

1

2
, n+

1

2
) −→ S1 − {1} = U

es un homeomorfismo para todon ∈ Z.

2.1. La definición de espacio cubriente

Recordemos que un espacio topológico es conexo por trayectorias si todo par de puntos se
pueden unir por una trayectoria.

Definición 2.2. SeaX un espacio topológico, entonces un par ordenado(X̃, p) es un es-
pacio cubriente deX si:

1. X̃ es un espacio topológico conexo por trayectorias.

2. p : X̃ −→ X es una funcíon continua.

3. Cadax ∈ X tiene una vecindad abierta que está parejamente cubierta porp.

La función p se llama proyección cubriente, y un conjunto abierto que es parejamente cu-
bierto porp se llamap-admisible, o simplemente, admisible.

Es claro que el conjunto de abiertos admisibles enX forman una cubierta abierta paraX.

Gráficamente, podemos tener en mente la siguiente figura.

2.1.1. Ejemplos

La función exponencial compleja en el ejemplo 2.2 junto conR, define un espacio cubriente
deS1.
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1. Definamosp : R −→ S1 por p(t) = (sen(2πt), cos(2πt)) para todot ∈ R entonces
(R, p) es un espacio cubriente de la circunferencia unitariaS1. PuesR es conexo,p
es continua y de hecho todo arco abierto de longitud2π (o bien, 1) del circuloS1

puede servir como vecindad parejamente cubierta.

2. Otro ejemplo similar al anterior es utilizando coordenadas polares(r, θ) en el plano
R2. Entonces la circunferencia unidad está definida por la condiciónr = 1. Para cada
enteron 6= 0, definimos una funciónpn : S1 −→ S1 por la ecuacíon:

pn(1, θ) = (1, nθ).

La función pn enrrolla la circunferencian veces sobre si misma, observemos que si
n 6= 0, el par(S1, pn) es un espacio cubriente deS1. De nuevo el arco propio deS1

es una vecindad parejamente cubierta.

3. SiX es un espacio conexo por trayectorias eid : X −→ X la identidad entonces
(X, id) es un ejemplo trivial de espacio cubriente deX. Análogamente, sif es un
homeomorfismo deY sobreX, entonces(Y, f) es un espacio cubriente deX.

4. Si (X̃, p) es un espacio cubriente deX y (Ỹ , q) es un espacio cubriente deY , en-
tonces(X̃ × Ỹ , p × q) es un espacio cubriente deX × Y donde la funcíon p × q

est́a definida por(p× q)(x, y) = (p(x), q(x)). Adeḿas, siU es una vecindad pareja-
mente cubierta del puntox ∈ X y V es una vecindad parejamente cubierta del punto
y ∈ Y , entoncesU × V es una vecindad parejamente cubierta de(x, y) ∈ X × Y .

Recordemos que una función continuaf : Y −→ X es un homeomorfismo local si cada
y ∈ Y tiene una vecindad abiertaV y conf |V : V −→ f(V ) homeomorfismo.

Notemos que en particular una proyección cubriente es un ejemplo de homeomorfismo
local.

Lema 2.3. Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX. Entonces la aplicación continuap es
abierta y sobreyectiva, esto es, una identificación. Adeḿas,X es conexo por trayectorias.

Demostracíon:

Veamos primero quep es sobreyectiva
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Seax ∈ X. Entonces existeUx admisible, esto es,x ∈ Ux entonces p−1(U) =
⋃
i∈I Si

donde{Si}i∈I es el conjunto de hojas.

Luego

p(p−1(U)) = p

(
⋃

i∈I

Si

)

=
⋃

i∈I

p(Si) =
⋃

i∈I

U = U.

Por lo tantox ∈ Ux = p(p−1(U)), es decirx ∈ Im p.

Veremos quep es una funcíon abierta.

SeaV ⊆ X̃ abierto. Para mostrar quep(V ) es abierto, probaremos que para cadax ∈ p(V )
existe una vecindad abierta dex completamente contenida enp(V ). De hecho, el abierto
seŕa de la formap(Si0 ∩ V ) para alguna hojaSi0 enX.

Seax ∈ p(V ). Notemos quep−1(x)∩V 6= ∅. Pues dado quex ∈ p(V ) entoncesx = p(x̃)
para alǵun x̃ ∈ V, entonces̃x ∈ p−1(x) y x̃ ∈ V entonces̃x ∈ p−1(x) ∩ V.

Consideremos ahorãx ∈ p−1(x) ∩ V y V una vecindad admisible que contiene ax.

Dado quex ∈ U
x̃ ∈ p−1(x) ⊆ p−1(U) =

⋃

i∈I

Si

donde{Si}i∈I es la coleccíon de hojas. Aśı, x̃ ∈ Si0 para alǵun i0 ∈ I. Entonces como
x̃ ∈ V, Si0 ∩ V es un abierto enSi0 que contiene ãx.
Por lo tanto quep|Si0 : Si0 −→ U es un homeomorfismo entoncesp(Si0 ∩V ) es un abierto
enU que contiene ax. (ya quex̃ ∈ p−1(x)). Dado queU es abierto enX entoncesp(Si0 ∩
V ) es abierto enX que contiene ax. Adeḿas, comop(Si0∩V ) ⊆ p(V ) entoncesp(Si0∩V )
es el abierto que buscabamos. Concluimos quep es abierto.

Finalmente la iḿagen continua de un espacio conexo por trayectorias es conexo por trayec-
torias, de modo que al ser̃X el espacio cubriente, y en particular conexo por trayectorias se
sigue que tambiénX lo es.

�

Nota: La proyeccíon cubrientep : X̃ −→ X en general no es cerrada. Para probarlo,
consideremos nuevamente la proyección cubriente del ejemplo 2.2. El conjunto discreto
A = {n+ 1n |n ≥ 3} es un subconjunto cerrado deR.

R\A =
⋃

n≥3

(n+
1

n
, n+ 1 +

1

n+ 1
) ∪ (−∞, 3 +

1

3
) es un abierto deR.

Sin embargo, la imagen deA bajo laexp no es cerrada enS1 pues:

siB = exp(A), entonces

B = {y ∈ S1 | y = e2πi(n+
1
n
) para alǵunn ∈ Z y n ≥ 3}.
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Dado que

e2πi(n+
1
n
) = e2πin+

2πi
n

= e2πin ∙ e
2πi
n

= 1 ∙ e
2πi
n

= e
2πi
n

tenemos queB = {y ∈ S1 | y = e
2πi
n para alǵunn ∈ Z y n ≥ 3}.

Por otro lado, recordemos queB es cerrado si y śolo siB ⊇ Ba, dondeBa es el conjunto
de puntos de acumulación deB. Veremos a continuación que para este caso no se cumple
queB ⊇ Ba.

Por definicíon

Ba = {x ∈ S1 | (U − {x}) ∩B 6= ∅ para toda vecindad abiertaU dex }

entonces1 ∈ Ba pues Sin embargo1 /∈ B
Por lo tantoB no contiene a todos sus puntos de acumulación de modo queB = exp(A)
no es cerrado.

�

Proposición 2.4. Si (X̃, p) es un espacio cubriente deX y si x0 ∈ X, entonces la fibra
p−1(x0) es un subconjunto discreto dẽX, esto es,p−1(x0) tiene la topoloǵıa discreta como
subespacio dẽX.

Probaremos que todo subconjunto dep−1(x0) es abierto.

SeaU una vecindad parejamente cubierta dex0 y x̃ ∈ p−1(x0). Entonces,

x̃ ∈ p−1(x0) ⊆ p
−1(U) =

⋃

i∈I

Si

donde{Si}i∈I es la coleccíon de hojas. Entonces̃x ∈ Si0 para alǵun i0 ∈ I, por lo que
x̃ ∈ p−1(x0) ∩ Si0 .
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Afirmamos que de hechop−1(x0) ∩ Si0 = {x̃} . Para probar quep−1(x0) ∩ Si0 ⊆ {x̃},
supongamos que existẽx′ ∈ p−1(x0) ∩ Si0 con x̃′ 6= x̃. Entonces x̃, x̃′ ∈ p−1(x0)
aśı tenemos quep(x̃) = p(x̃′) pero x̃, x̃′ ∈ Si0 y x̃ 6= x̃′, entoncesp|Si0 : Si0 −→ U

no es uno a uno, lo que contradice el hecho de quep|Si0 sea un homeomorfismo.

Por lo tanto

p−1(x0) ∩ Si0 = {x̃}.

Aśı todo punto enp−1(x0) es abierto y por lo tanto todo subconjunto dep−1(x0) es tambíen
abierto enp−1(x0). Por tantop−1(x0) tiene la topoloǵıa discreta como subespacio deX̃.

�

Lema 2.5. Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX, seaY un espacio conexo y seaf :
(Y, y0) −→ (X,x0) continua. Entonces, dadõx0 en la fibra dex0, si existe una función
continuaf̃ : (Y, y0) −→ (X̃, x̃0) tal quepf̃ = f, esto es, el siguiente diagrama conmuta

(X̃, x̃0)

p

(Y, y0)
f

f̃

(X,x0)

(2.1)

entoncesf esúnica.

Demostracíon:

Demostraremos la unicidad dẽf, esto es, sĩf existe entonces eśunica.

Seaf ′ : (Y, y0) −→ (X̃, x̃0) que satisface quepf ′ = f. Probaremos quef = f ′.

Sean

A =
{
y ∈ Y |f̃(y) = f ′(y)

}

B =
{
y ∈ Y |f̃(y) 6= f ′(y)

}

entonces tenemos queY = A∪B,A∩B = ∅ y si f̃ existe, entoncesA 6= ∅, puesy0 ∈ A
porquef̃(y0) = x̃0 y f

′(y0) = x̃0. Si probamos queA y B son abiertos, entonces la cone-
xidad deY forzaŕa a queB = ∅, y entonces̃f = f ′.
Probaremos primero queA es bierto.

Seaa ∈ A y SeaU una vecindad parejamente cubierta def(a). Dado que por hiṕotesis
f(a) = pf̃(a) = pf ′(a) entonces
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f̃(a) = f ′(a) ∈ p−1(f(a)) ⊆ p−1(U) =
⋃
i∈I Si de modo que

f̃(a) = f ′(a) ∈ S para alguna hoja S sobreU.

Afirmamos queW = f̃−1(S) ∩ f ′−1(S) es una vecindad abierta dea enY . En efecto,

a ∈ f̃−1(f̃(a)) ∩ f ′−1(f ′(a)) ⊆ f̃−1(S) ∩ f ′−1(S) =W,

adeḿasW es abierto enY puesS es abierto enX̃ y f̃ , f ′ son continuas. Finalmente, se
tiene queW ⊆ A, pues siw ∈ W = f̃−1(S) ∩ f ′−1(S). Entoncesw ∈ f̃−1(S) y
w ∈ f ′−1(S) aśı tenemos quẽf(w) ∈ S y f ′(w) ∈ S, pero como por hiṕotesispf̃(w) =
f(w) = pf ′(w) y p|s : S −→ U es homeomorfismo, se sigue quef̃(w) = f(w)

Por lo tantow ∈ A y concluimos queW ⊆ A.

Hemos probado que para todoa ∈ A arbitrario existeW abierto enY tal quea ∈W ⊆ A.
Por lo tantoA es abierto.

Probaremos ahora queB es abierto.

Seab ∈ B y seaV una vecindad parejamente cubierta def(b). Tenemos quef(b) =
pf̃(b) = pf ′(b), entoncesf̃(b), f ′(b) ∈ p−1(f(b)) ⊆ p−1(V ) lo que implica quef̃(b), f ′(b) ∈
p−1(V ).

Si f̃(b) y f ′(b) est́an en la misma hojaS′′ sobreV, entonces por serp|S′′ : S′′ −→ V un
homeomorfismo,pf̃(b) = f(b) = pf ′(b) implica quef̃(b) = f ′(b).
Pero esto contradice el hecho de queb ∈ B. Por tantof̃(b) ∈ S y f ′(b) ∈ S′ dondeS y S′

son distintas hojas.

Afirmamos queW ′ = f̃−1(S) ∩ f ′−1(S′) es una vecindad abierta deb. En efecto, tene-
mos queb ∈ f̃−1(f̃(b)) ∩ f ′−1(f ′(b)) ⊆ f̃−1(S) ∩ f ′−1(S) = W. AdemásS y S′ son
abierto yf̃ , f ′ continuas, esto implica queW es abierto. Ahora mostraremos queW ′ ⊆ B.
Paraésto, consideremosw′ ∈ W ′ = f̃−1(S) ∩ f ′−1(S′). Entoncesw′ ∈ f̃−1(S) y w′ ∈
f ′−1(S′) implican quef̃(w′) ∈ S y f ′(w′) ∈ S′.

Aśı, dado queS ∩ S′ = ∅ entoncesf̃(w′) 6= f ′(w′). Por tanto tenemos quew′ ∈ B.

Por lo tantow′ ⊆ B. Dado unb ∈ B arbitrario hemos probado que existe un abiertoW ′ en
Y tal queb ∈W ′ ⊆ B. Por lo tantoB es abierto.

�
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2.2. Teorema de levantamiento de trayectorias

El teorema de levantamiento de trayectorias es uno de los mas imporatantes en este trabajo,
ya que para llegar a nuestro objetivo es de mucha utilidad.

Teorema 2.6. (Teorema de levantamiento de trayectorias).
Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX y seaf : (I, 0) −→ (X,x0) una trayectoria. Six̃0
est́a en la fibra dex0, entonces existe unáunica trayectoriaf̃ : (I, 0) −→ (X̃, x̃0) con
pf̃ = f.

(X̃, x̃0)

p

(I, 0)
f

f̃

(X,x0)

(2.2)

Demostracíon:

La unicidad def̃ se sigue del lema 2.5 (basta tomar(Y, y0) = (I, 0) puesI es conexo.)
Probaremos la existencia dẽf .

Supongamos que[a, b] ⊆ I es tal quef([a, b]) ⊆ U conU una vecindad admisible de
x = f(a).
Si x̃ ∈ p−1(x) entonces̃x est́a en unaúnica hoja sobreU, digamosS. Dado quep|S :
S −→ U es un homeomorfismo existe(p|S)−1 : U −→ S. Definamos la aplicación g̃ :
([a, b], a) −→ (X̃, x̃) comog̃ = (p|S)−1 ◦ (f |[a,b]).

Notemos quepg̃ = f |[a,b], pues sik ∈ [a, b] entoncespg̃(k) = p ◦ (p|S)−1 ◦ f(k) = f(k).
Por lo tantopg̃ = f |[a,b].
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Para cadat ∈ I, seaUt una vecindad admisible def(t).
Ahora{f−1(Ut)}t∈I es una cubierta abierta para el espacio métrico compactoI, entonces
tiene un ńumero de Lebesgueδ. Esto significa que siY ⊆ I con díametro menor queδ,
entoncesY ⊆ f−1(Ut) para alǵun t ∈ I; esto esf(Y ) ⊆ Ut.

Entonces podemos particionarI con puntost1 = 0, t2, ..., tm = 1 dondeti+1− ti < δ para
todoi = 1, ...,m− 1.

Por nuestra observación inicial, existe una función continua

g̃1 : [0, t2] −→ X̃ conpg̃1 = f |[0,t2] y g̃1(0) = x̃0,

de la misma manera para cadai = 1, ..,m− 2 existe una funcíon continua

g̃2 : [t2, t3] −→ X̃ conpg̃2 = f |[t2,t3] y g̃2(t2) = g̃1(t2) y

g̃i+1 : [ti+1, ti+2] −→ X̃ conpg̃i+1 = f |[ti+1,ti+2] y g̃i+1(ti+1) = g̃i(ti+1).

Entonces definimos̃f : I −→ X̃ por f̃(t) = g̃i(t) si t ∈ [ti, ti+1]. Aplicando nuevaente el
lema de pegado, se sigue quef̃ es continua puesI =

⋃m−1
i=1 [ti, ti+1] es una uníon finita de

subconjuntos cerrados ası́ cadag̃ : [ti, ti+1] −→ X̃ es continua, adeḿas de que coinciden
en las intersecciones de los intervalos.

Por lo tanto una trayectoria eñX

�

2.3. Teorema de levantamiento de homotopı́a

Teorema 2.7. (Teorema de levantamiento de homotopı́as)
Sean(X̃, p) un espacio cubriente deX, y Y cualquier espacio topológico. Seanf̃ y f
continuas dcque hacen al siguiente diagrama conmutativo:

(Y, y0)
f̃

j

(X̃, x̃0)

p

(Y × I, (y0, 0))
F
(X,x0)

(2.3)

dondej(y) = (y, 0), y ∈ Y. Entonces existe una función continuaF̃ : Y × I −→ X̃

que hace conmutar los dos triángulos en el diagrama siguiente. Más áun, siY es conexo
entonces̃F esúnica.
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(Y, y0)
f̃

j

(X̃, x̃0)

p

(Y × I, (y0, 0))
F

F̃

(X,x0)

(2.4)

Demostracíon:

Probaremos primero que siY es conexo entonces̃F esúnica. Supongamos que existeF̃ tal
que hace conmutar al diagrama (2.4) ComoY es conexo entoncesY × I es conexo ası́ por
el lema 2.5,F̃ : Y × I −→ X̃ es laúnica tal que el triangulo inferior de 2.4

(X̃, x̃0)

p

(Y × I, (y0, 0))
F

F̃

(X,x0)

(2.5)

es conmutativo.

Por lo tantoF̃ esúnica tal que el diagrama

(Y, y0)
f̃

j

(X̃, x̃0)

p

(Y × I, (y0, 0))
F

F̃

(X,x0)

(2.6)

conmuta.

Probaremos ahora que es suficiente trabajar localmente, probando queF̃ existe si cada
y ∈ Y tiene una vecindad abiertaNy tal que hay una funcion continuãFy que hace conmutar
el diagrama siguiente.

Ny

j

X̃

p

Ny × I

F̃y

X

(2.7)

Donde las funciones horizontales son las restricciones def̃ y F respectivamente.
Dado que{Ny× I}y∈Y es una cubierta abierta deY × I, basta probar que las̃Fy coinciden
en sus intersecciones por el lema de pegado.

Supongamos quey′ ∈ Ny ∩Nz entonces,

F̃y(y
′, 0) = f̃(y′) = F̃z(y

′, 0).
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Además para todot ∈ I se tiene

pF̃y(y
′, t) = F (y′, t) = pF̃z(y

′, t)

entonces̃Fy y F̃z son levantamientos deF |{y′}×I que coinciden en(y′, 0).

(X̃, f̃(y′))

p

({y′} × I, 0)
F |{y′}×I

F̃y ,F̃z

(X,F (y′, 0) = f(y))

(2.8)

Dado que{y′} × I es conexo entonces, por el lema 2.5 tenemos que

F̃y|{y′}×I = F̃z|{y′}×I .

Comoy′ es un elemento arbitrario deNy ∩Nz entonces̃Fy y F̃z coinciden en
(Ny ∩Nz)× I = (Ny × I) ∩ (Nz × I).

Ahora construiremos las vecindadesNy y las funciones continuas̃Fy. Seay0 ∈ Y fijo.
Para cadat ∈ I, seaUt una vecindad admisible deF (y0, t) enX; dado queF es continua,
existen vecindades abiertasMt e It dey0 y t respectivamente conF (Mt × It) ⊆ Ut.

Dado queI es compacto y{It}t∈I es una cubierta abierta deI entonces{It}t∈I tiene una
subcubierta finita; denotémosla porIt1 , ..., Itn . Definimos

Ny0 =Mt1 ∩Mt2 ∩ ... ∩Mtn .

EntoncesNy0 es una vecindad abierta dey0. Tambíen la cubierta abiertaIt1 , ..., Itn tiene
un ńumero de Lebesgueλ, esto es, si0 < δ < λ y A ⊂ I tiene díametro menor que
δ entoncesA ⊆ Iti para alguni = 1, ..., n. Entonces partimosI de la siguiente manera.

0 = t0 < t1 < ... < tm = 1 tal queti − ti−1 < δ para todai = 1, ...,m.

entonces[ti−1, ti] ⊆ Itk para alǵunk = 1, ..., n y para cadai = 1, ...,m.
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Aśı Ny0 × [ti−1, ti] ⊆ Mtk × Itk para alǵun k = 1, ..., n y para cadai = 1, ...,m
entoncesF (Ny0 × [ti−1, ti]) ⊆ F (Mtk × Itk) ⊆ Ut dondeUt es una vecindad admisi-
ble deX que depende dei = 1, ...,m.

Es suficiente ahora construir funciones continuasGi : Ny × [ti−1, ti] −→ X̃ parai =
1, ...,m tales que para caday ∈ Y fijo:

(i) pGi = F |Ny×[ti−1,ti] para cadai = 1, ..,m

(ii) G1(y′, 0) = f̃(y′) para today′ ∈ Ny

(iii) Gi−1(y′, ti−1) = Gi(y′, ti−1) para today′ ∈ Ny y para todai = 2, ...,m

pues tales funciones pueden pegarse y dan como resultado

F̃y : Ny × I −→ X̃

con las propiedades requeridas (Se pueden pegar por (iii) y porqueNy× [ti−1, ti] es cerrado
enNy × I).

Para definirG1 : Ny × [0, t1] −→ X̃ seaU una vecindad admisible abierta conF (Ny ×
[0, t1]) ⊆ U. Sea{Sλ}λ∈Λ el conjunto de hojas dẽX sobreU.

Afirmamos que{f̃−1(Sλ)}λ∈Λ es una cubierta de conjuntos ajenos deNy.

En efecto,F (Ny × [0, t1]) ⊆ U entoncespf̃(Ny) = F (Ny × {0}) ⊆ U esto implica que
p−1(pf̃(Ny)) ⊆ p−1(U) =

⋃
λ∈Λ Sλ entoncesf̃(Ny) ⊆ p−1(pf̃(Ny)) ⊆

⋃
λ∈Λ Sλ por

tanto Ny ⊆ f̃−1(f(Ny)) ⊆ f̃−1(
⋃
λ∈Λ Sλ) =

⋃
λ∈Λ f

−1(Sλ).
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Por lo tantoNy ⊆ f̃−1(
⋃
λ∈Λ Sλ) =

⋃
λ∈Λ f̃

−1(Sλ)

DefinimosG1 : Ny × [0, t1] → X en el abiertof̃−1(Sλ) × [0, t1] ⊆ Ny × [0, t1] por la
composicion

f̃−1(Sλ)× [0, t1]
F

−−−−→ U
(p|Sλ )

−1

−−−−−→ Sλ

Dicho de otra formaG1(y′, t) = (p|Sλ)
−1F (y′, t) si y′ ∈ f̃−1(Sλ), t ∈ [0, t1].

G1 est́a bien definida pues̃f−1(Sλ) ∩ f̃−1(Sλ′) = ∅ para todoλ 6= λ′ y es continua pues
es la restriccíon de una funcíon continua.

Además,G1 satisface (i):

Seay′ ∈ Ny, t ∈ [0, t1] entoncesy′ ∈ f̃−1(Sλ) para alǵunλ ∈ Λ entoncespG1(y′, t1) =
p(p|Sλ)

−1F (y′, t) = (p|Sλ)(p|Sλ)
−1F (y′, t) = F (y′, t)

por lo tantoG1 satisface (i).

G1 satisface (ii):

Seay′ ∈ Ny entoncesy′ ∈ f̃−1(Sλ) para alǵunλ ∈ Λ. entoncesf(y′) ∈ Sλ
esto implica que

G1(y
′, 0) = (p|Sλ)

−1F (y′, 0)

= (p|Sλ)
−1pf̃(y′)

= (p|Sλ)
−1(p|Sλ)f̃(y

′)

= f̃(y′)

por lo tantoG1 satisface (ii).

ConstruiremosG2 : Ny × [t1, t2] −→ X̃ :

SeaU ′ tal queF (Ny × [t1, t2]) ⊆ U ′ y seaG′1 : Ny −→ X̃ definida por

G′1(y
′) = G1(y

′, t1) para todoy′ ∈ Ny.

Sea{Sλ′}λ′∈Λ′ el conjunto de hojas dẽX sobreU ′.
Afirmamos que{G

′−1
1 (Sλ′)}λ′∈Λ′ es una cubierta de abiertos ajenos deNy.

Tenemos queF (Ny×[t1, t2]) ⊆ U ′ entoncesF (y′, t1) ⊆ U ′ para todoy′ ∈ Ny esto implica que
p−1F (y′, t1) ⊆ p−1(U ′) =

⋃
λ′∈Λ′ Sλ′ para todoy′ ∈ Ny entoncesp−1(pG1(y′, t1)) ⊆⋃

λ′∈Λ′ Sλ′ por tanto G′1(y
′) ≡ G1(y

′, t1) ∈ p−1p(G1(y
′, t1)) ⊆

⋃
λ′∈Λ′ Sλ′ para todo

y′ ∈ Ny esto es,G′1(Ny) ⊆
⋃
λ′∈Λ′ Sλ′ lo cual tenemos queNy ⊆ G′−11 (

⋃
λ′∈Λ′ Sλ′) =⋃

λ′∈Λ′ G
′−1
1 (Sλ′)
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Por lo tanto{G′−11 (Sλ′)}λ′∈Λ′ es una cubierta de abiertos ajenos deNy.

DefinimosG2 : Ny × [t1, t2] −→ X̃ en el abiertoG′−11 (Sλ′) × [t1, t2] ⊆ Ny × [t1, t2] por
la composicíon;

G
′−1
1 (Sλ′)× [t1, t2]

F
−−−−→ U ′

(p|S
λ′
)−1

−−−−−−→ Sλ′

Dicho de otra forma,
G2(y

′, t) = (p|Sλ′ )
−1F (y′, t)

si y′ ∈ G′−11 (Sλ′), t ∈ [t1, t2].

Veremos ahora queG2 satisface (i):

Seay′ ∈ Ny, t ∈ [t1, t2] entoncesy′ ∈ G′−11 (Sλ′) para alǵunλ′ ∈ Λ′,

pG2(y
′, t) = p(p|Sλ)

−1F (y′, t)

= (p|Sλ′ )(p|Sλ′ )
−1F (y′, t)

= F (y′, t)

Por lo tantoG2 satisface (i).

G2 satisface (iii):

Seay′ ∈ Ny. Entoncesy′ ∈ G′−11 (Sλ′) para algunaλ′ ∈ Λ′ implica que G′1(y
′) ∈ Sλ′

por tantoG1(y′, t1) ∈ Sλ′.
Entonces,

G2(y
′, t1) = (p|Sλ′ )

−1F (y′, t1)

= (p|Sλ′ )
−1pG1(y

′, t1)

= (p|Sλ′ )
−1(p|Sλ′ )G1(y

′, t1)

= G1(y
′, t1)

Por lo tantoG2 satisface (iii).

Continuamos ası́ hasta definir todos losGi.

�

Observacíon 2.8. Bajo las condiciones del teorema 2.7 tenemosg : Y −→ X por g(y) =
F (y, 1) y g̃(y) : Y −→ X̃ por g̃(y) = F̃ (y, 1). Entoncespg̃ = g y f̃ ' g̃ mediante F. Por
tanto, sif ' g entonces sus respectivos levantamientosf̃ y g̃ son homot́opicos tambíen.
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Corolario 2.9. (Levantamiento de trayectorias relativas).
Sea(X̃, p) un espacio cubriente de X y seanx0, x1 puntos enX. Sean
f, g : I −→ X trayectorias enX dex0 a x1 y seax̃0 ∈ p−1(x0).

(i) SiF : I × I −→ X es una homotopı́a relativaF : f ' g rel {0, 1} entonces existe una
única funcíon continuaF̃ : I × I −→ X̃ conpF̃ = F y F̃ (0, 0) = x̃0, y adeḿas:

(ii) Si f̃ y g̃ son levantamientos def y g respectivamente, coñf(0) = x̃0 = g̃(0), entonces
f̃(1) = g̃(1) y F̃ : f̃ ' g̃ rel {0, 1}.

Demostracíon

(i) Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) existe unaúnicaf̃ continua tal que

(X̃, x̃0)

p

(I, 0)
j

f̃

(I × I, (0, 0))
F
(X,x0)

conmuta.

Entonces por el teorema 2.7 existeF̃ tal que

(X̃, x̃0)

p

(I × I, (0, 0))
F

F̃

(X,x0)

conmuta.

Por el lema 2.5,̃F esúnica, esto es,̃F esúnica tal quepF̃ = F conF̃ (0, 0) = x̃0.

(ii) Definimos F̃0 : I −→ X̃ por F̃0(t) = F̃ (t, 0) entoncespF̃0(t) = pF̃ (t, 0) =
F (t, 0) = f(t).

Por tantopF̃0 = f y F̃ (0) = F̃ (0, 0) = x̃0. Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayec-
torias) tenemos quẽF0 = f̃ , esto es,F̃ (t, 0) = f̃(t) para todot ∈ I. Ahora, F̃ |{0}×I es

una trayectoria eñX tal quepF̃ |{0}×I = F |{0} × I = x0 y F̃ |{0}×I(0) = F̃ (0, 0) = x̃0.

Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos queF̃ (0, t) = x̃0 para
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todot ∈ I.

(X̃, x̃0)

p

(I, 0) x0

F̃ |{0}×I

(X,x0)

(X̃, x̃0)

p

(I, 0) x0

x̃0

(X,x0)

SimilarmenteF̃ |{1}×I es la trayectoria constante eñf(1) pues tenemos que

pF̃ |{1}×I = F |{1}×I = x1 y F̃ |{1}×I(0) = F̃ (1, 0) = F̃0(1) = f̃(1)

(X̃, f̃(1))

p

(I, 0) x1

F̃ |{1}×I

(X,x1)

(X̃, f̃(1))

p

(I, 0) x1

f̃(1)

(X,x1)

y por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos queF̃ (1, t) = f̃(1) para todo
t ∈ I.

Finalmente, seãF1 : I −→ X̃ definida porF̃1(t) = F̃ (t, 1). EntoncespF̃1(t) = pF̃ (t, 1) =
F (t, 1) = g(t) para todot ∈ I.

Por tantopF̃1 = g y F̃1(0) = F̃ (0, 1) = x̃0 (puesF̃ |{0}×I es constante).

Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemos queF̃1 = g̃,

esto es,

F̃ (t, 1) = g̃(t) para todot ∈ I.
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Por tantõg(1) = F̃1(1) = F̃ (1, 1) = f̃(1) y F̃ : f ' g rel {0, 1}.

�

Al enunciado (ii) a veces se le llama Teorema de monodromı́a.

Recordemos que el grupo fundamentalπ1 es un funtor, de espacios topológicos punteados
a grupos. En particular siϕ : (X ′, x′0) −→ (X,x0) es continua, entonces existe un homo-
morfismo, llamado homomorfismo unducido,ϕ∗ : π1(X

′, x′0) −→ π1(X,x0) definido por
[f ′] −→ [ϕf ′].

Teorema 2.10.Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX. Si x̃0 ∈ p|−1(x0) entonces

p∗ : π1(X̃, x̃0) −→ π1(X,x0)

es monomorfismo.

Demostracíon:

Probaremos quep∗ tiene kernel trivial.

Seaf̃ : (I, {0, 1}) −→ (X̃, x̃0) una lazo enX̃ basado eñx0, tal que

p∗[f̃ ] = [pf̃ ] = 1 = [x0]

enπ1(X,x0). Entonces por la definición de relacíon de equivalencia, existe una homotopı́a
relativa

F : pf̃ ' x0 rel {0, 1}.

Notemos quẽf y x̃0 son levantamientos depf̃ y x0 respectivamente tales quẽf(0) = x̃0 =
x̃0(0). Entonces por el corolario 2.9 existe un levantamientoF̃ deF

F̃ : f̃ ' x̃0 rel {0, 1}.

Por tanto[f̃ ] = [x̃0] = 1, se sigue quep∗ es un monomorfismo.

�

En el caso particular del espacio cubriente(R, exp) deS1, el corolario 2.9 permite definir
la función grado

δ : π1(S
1, 1) −→ exp−1(1) = Z



34 Espacios cubrientes

por [f ] −→ f̃(1) dondef̃ es el levantamiento def tal quef̃(0) = 0 ∈ R. (Esto es,δ
est́a bíen definida pues si[g] ∈ π1(S1, 1) es tal queg ' f rel {0, 1} y g̃ es el levantamiento
de g tal queg̃(0) = 0 ∈ R entonces por el corolario 2.9 (levantamiento de homotopı́as)
tenemos quẽf ' g̃ rel {0, 1}. En particularf̃(1) = g̃(1). Por tantoδ est́a bien definida.)

2.4. La accíon del grupo fundamental

Definición 2.11. SeaG un grupo y seaY un conjunto. EntoncesG actúa por la izquierda
enY si existe una función.

G× Y −→ Y

denotada por
(g, y) 7−→ g ∙ y,

tal que

1. (gg′) ∙ y = g ∙ (g′ ∙ y) para todoy ∈ Y y para todog, g′ ∈ G

2. 1 ∙ y = y

Aqúı 1 es la identidad en G.
Llamamos aY un G-conjunto si G actúa en Y.

Definición 2.12. Decimos queG actúa transitivamente enY si, para caday, y′ ∈ Y existe
g ∈ G cong ∙ y = y′. Llamamos aY un G-conjunto transitivo en este caso.

Observacíon 2.13. SeaG un grupo que act́ua en un conjuntoY . Para cadag ∈ G la
función θg : Y −→ Y definida porθg : y −→ g ∙ y es una permutación deY (su inverso
esθg−1). Notemos que siY es unG−espacio entoncesθg es un homeomorfismo para toda
g ∈ G.

Definición 2.14. SeaG un grupo que act́ua en un conjuntoY , y seay ∈ Y . Entonces la
órbita deY es

O(y) = {g ∙ y|g ∈ G} ⊆ Y.

y el estabilizador dey (tambíen llamado el subgrupo de isotropı́a dey) es

Gy = {g ∈ G|g ∙ y = y} ⊆ G.

Lema 2.15. G act́ua transitivamente enY si y śolo siO(y) = Y para todoy ∈ Y.

Demostracíon:

Supongamos queG act́ua transitivamente enY y seay ∈ Y entonces existeg ∈ G tal que
g ∙ y = y′. Entoncesy′ ∈ O(y) y por tantoY ⊆ O(y)

Luego como claramenteO(y) ⊆ Y se tiene queY = O(Y )

Ahora, supongamos queO(y) = Y para todoy ∈ Y y seany, y′ ∈ Y entoncesy ∈
O(y′) esto implica quey = gy′ para alǵung ∈ G.

Por lo tantoG act́ua transitivamente.
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�

Lema 2.16. Si un grupo G act́ua en un conjuntoY entonces para caday ∈ Y,

|O(y)| = [G : Gy]

donde|O(y)| es el orden de láorbita deY y [G : Gy] denota alı́ndice deGy enG En
particular, siG actúa transitivamente, entonces|Y | = [G : Gy].

Demostracíon:

Primero notemos queg ∙y = h∙y si y śolo si (g−1h)∙y = y aśı que es necesario y suficiente
queg−1h ∈ Gy por lo tantogGy = hGy.

Seaϕ : O(y) −→ G/Gy definida porϕ(g ∙ y) = gGy

• ϕ est́a bien definida.

Tenemos queg ∙y = h ∙y ∈ O(y) entoncesgGy = hGy por la observación anterior.
Entoncesϕ(g ∙ y) = ϕ(h ∙ y).

• ϕ es inyectiva.

Seang ∙ y, h ∙ y ∈ O(y) tales queϕ(g ∙ y) = ϕ(h ∙ y) entoncesgGy = hGy implica
queg ∙ y = h ∙ y por la observación anterior.

Por lo tantoϕ es inyectiva

• ϕ es sobreyectiva

La clase lateralgGy ∈ G/Gy procede del elementog ∙ y ∈ O(y).

�

Nota: Si existe una funciónG× Y −→ Y denotada por(g, y) 7−→ y ∙ g tal que

y ∙ (gg′) = (y ∙ g) ∙ g′

y ∙ 1 = y
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para todoy ∈ Y y g, g′ ∈ G, llamamos aY unG-conjunto derecho si tal función existe;
llamamos aY unG-conjunto izquierdo cuando la definición original se cumple. Nos vemos
forzados a considerar ambos tipos deG-conjuntos por nuestra elección de notacíon. Cuando
f y g son trayectorias, entoncesf ∗ g significa primero recorrerf y luegog; cuandof y g
son funciones entonces su composición f ◦ g significa aplicarg y luegof . No hay proble-
ma con esto, pues uno puede convertir unG-conjunto derecho en unG-conjunto definiendo:

g ∙ y = y ∙ g−1

Notemos que la definición se cumple:

g ∙ (g′ ∙ y) = g ∙ (y ∙ g′−1)

= (y ∙ g′−1) ∙ g−1

= y ∙ (g′−1g−1)

= y ∙ (gg′)−1

= (gg′) ∙ y.

Teorema 2.17.Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX, x0 ∈ X, y seaY = p−1(x0). En-
tonces;

(i) π1(X,x0) actúa transitivamente enY.

(ii) Si x̃0 ∈ Y, entonces el estabilizador dẽx0, π1(X,x0)x̃0 , esp∗ π1(X̃, x̃0).

(iii) |Y | = [π1(X,x0) : p∗ π1(X̃, x̃0)].

Demostracíon:

Probaremos primero queY = p−1(x0) es unπ1(X,x0)- conjunto derecho.
Sean[f ] ∈ π1(X,x0), x̃ ∈ Y = p−1(x0). Definamos

∙ : p−1(x0)× π1(X,x0) −→ p−1(x0) por x̃ ∙ [f ] = f̃(1)

dondef̃ es elúnico levantamiento def con f̃(0) = x̃. (por el teorema 2.6).

∙ est́a bien definida:
Note quef̃(1) ∈ p−1(x0) puespf̃(1) = f(1) = f(0) = x0.
Seag ' f rel {0, 1}, (esto es,[g] = [f ]) entonces̃x∙ [g] = g̃(1) dondeg̃ es elúnico
levantamiento deg tal queg̃(0) = x̃0. Aśı, por el corolario 2.9 (levantamiento de
homotoṕıas) tenemos quẽg ' f̃ rel{0, 1} y g̃(1) = f̃(1). Por lo tantox̃∙[g] = x̃∙[f ].
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∙ es accíon.

Seax̃ ∈ p−1(x0) y sea[x0] ∈ π1(X,x0) dondex0 es la trayectoria constante
entonces̃x ∙ [x0] = x̃ puespx̃ = x0 conx̃(0) = x̃.

Por lo tantox̃ ∙ [x0] = x̃ para todõx ∈ Y = p−1(x0).

Sean[f ], [g] ∈ π1(X,x0) y seax̃ ∈ Y = p−1(x0).
Sea f̃ el levantamiento def con f̃(0) = x̃ y sea g̃ el levantamiento deg con
g̃(0) = f̃(1). Entoncesf̃ ∗ g̃ es el levantamiento def ∗ g tal que(f ∗ g)(0) = x̃; en
efecto, pues recuerde que:

f̃∗g̃(t) =






f̃(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

g̃(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1.

entoncesp(f̃∗g̃)(t) =






pf̃(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

pg̃(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1.

=






f(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

g(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1.

= f ∗ g(t).

Entonces

x̃ ∙ [f ][g] = x̃ ∙ [f ∗ g] = f̃ ∗ g̃(1) = g̃(2(1)− 1) = g̃(1). Por otra parte,
(x̃ ∙ [f ]) ∙ [g] = f̃(1) ∙ [g] = g̃(1) puesg̃ es el levantamiento deg tal queg̃(0) = f̃(1).

Por lo tanto x̃ ∙ [f ][g] = (x̃ ∙ [f ]) ∙ [g] para todõx ∈ p−1(x0), y [f ], [g] ∈ π1(X,x0)

aśı tenemos que∙ es accíon.

Geoḿetricamente tenemos lo siguiente:

(i) Demostraremos queπ1(X,x0) act́ua transitivamente enp−1(x0).
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Seanx̃0, x̃1 ∈ p−1(x0). Dado queX̃ es conexo por trayectorias (note que es la prime-
ra vez que usamos esta propiedad deX̃ de ser espacio cubriente) existe una trayectoria
λ̃ : I −→ X̃ de x̃0 a x̃1 (es decir,λ̃(0) = x̃0 y λ̃(1) = x̃0) entoncespλ̃ es una tra-
yectoria cerrada enX con punto basex0 cuyo levantamiento con punto inicial̃x0 es λ̃.
Entonces[pλ̃] ∈ π1(X,x0) y x0 ∙ [pλ̃] = λ̃(1) = x̃.

Por lo tantoπ1(X,x0) act́ua transitivamente enp−1(x0).

(ii) Probaremos que:
π1(X,x0)x̃0 = {[f ] ∈ π1(X,x0) | x̃0 ∙ [f ] = x̃0} = p∗π1(X̃, x̃0).

Si f es una trayectoria cerrada enX basada enx0, denotaremos por̃f el levantamiento de
f con f̃(0) = x̃0.

(⊆) Sea [f ] ∈ π1(X,x0)x̃0 ; el estabilizador dẽx0,

entonces̃x0 = x̃0 ∙ [f ] = f̃(1). Perof̃(0) = x̃0 = f̃(1) por lo tanto[f̃ ] ∈ π1(X,x0)

implica que[f ] = [pf̃ ] ∈ p∗π1(X̃, x̃0).

(⊇) Sea [f ] ∈ p∗π1(X̃, x̃0) entonces[f ] = [pg̃] para alǵun [g̃] ∈ π1(X̃, x̃0)

implica quex̃0 ∙ [f ] = x̃0 ∙ [pg̃]

= g̃(1) puesg̃ es el levantamiento depg̃ tal queg̃(0) = x̃0.

= x̃0 puesg̃(0) = g̃(1) = x̃0.

Entonces[f ] ∈ π1(X,x)x̃0 .

(iii) Por (i), π1(X,x0) act́ua transitivamente enp−1(x0) entonces por el lema 2.16 se tiene
que

|Y | = [π1(X,x0) : π1(X,x0)x̃0 ] = [π1(X,x0) : p∗π1(X̃, x̃0)].

Donde laúltima igualdad se cumple por (ii)

�

Recordemos que un espacio topológico es simplemente conexo si es conexo por trayectorias
y su grupo fundamental es el grupo trivial.

Corolario 2.18. Sip : X̃ −→ X es un cubriente dondẽX es simplemente conexo, entonces
el número de hojas es igual al orden deπ1(X,x0).
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Demostracíon:

Supongamos quẽX es simplemente conexo, esto quiere decir que, es conexo por trayecto-
rias y queπ1(X̃, x̃0) = {1} entonces por (iii) del teorema 2.17 tenemos que

|p−1(x0)| = [π1(X,x0) : p∗ π1(X̃, x̃0)]

= [π1(X,x0) : 1]

= [π1(X,x0)]

�

Teorema 2.19.Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX, seax0, x1 ∈ X.
Entonces|p−1(x0)| = |p−1(x1)|.

Demostracíon:
Seax̃0 ∈ p−1(x0) y x̃1 ∈ p−1(x1), seaλ̃ una trayectoria eñX de x̃0 a x̃1 y seaλ = pλ̃ la
correspondiente trayectoria enX dex0 ax1.

Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta.

π1(X̃, x̃0)
λ̃∗
∼=

p∗

π1(X̃, x̃1)

p∗

π1(X,x0)
λ∗

∼=
π1(X,x1)

(2.10)

dondeλ̃∗[f̃ ] = [λ̃−1f̃ λ̃] y λ∗[f ] = [λ
−1fλ].

En efecto; sea[f̃ ] ∈ π1(X̃, x̃0). Entonces,

p∗λ̃∗[f ] = p∗[λ̃
−1f̃ λ̃]

= p∗[λ̃
−1f̃ λ̃]

= [p(λ̃−1f̃ λ̃)]

= [pλ̃−1 ∗ pf̃ ∗ pλ̃]

= [λ−1pf̃λ]

= λ∗p∗[f̃ ].

(donde la cuarta igualdad se cumple pues recordemos que el producto de(λ̃−1f̃)λ̃ de tres
lazos est́a dado como;
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(λ̃−1f̃ λ̃) =






λ̃−1(4s) 0 ≤ s ≤ 1
4

f̃(4s− 1) 1
4 ≤ s ≤

1
2

λ̃(2s-1) 1
2 ≤ s ≤ 1

entoncesp(λ̃−1f̃ λ̃) =






pλ̃−1(4s) 0 ≤ s ≤ 1
4

pf̃(4s− 1) 1
4 ≤ s ≤

1
2

pλ̃(2s-1) 1
2 ≤ s ≤ 1

= pλ̃−1 ∗ pf̃ ∗ pλ̃.)

Por lo tanto, el diagrama conmuta.

Afirmación: Tenemos una biyección

ϕ : π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0) −→ π1(X,x1)/p∗π1(X̃, x̃1)

definida por

[f ]p∗π1(X̃, x̃0) 7−→ (λ∗[f ])p∗π1(X̃, x̃1)

• ϕ est́a bien definida:

Es claro del hecho de queλ∗(p∗π1(X̃, x̃0)) ⊆ p∗π1(X̃, x̃1), veamoslo en detalle:

Sean[f ] p∗π1(X̃, x̃0), [g]p∗π1(X̃, x̃0) ∈ π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0) tales que

[f ]p∗π1(X̃, x̃0) = [g]p∗π1(X̃, x̃0)

entonces[f ][g]−1 ∈ p∗π1(X̃, x̃0).
Implica que[fg−1] = p∗[h] = [ph] para alǵun [h] ∈ π1(X̃, x̃0). Entonces
λ∗[fg

−1] = λ∗[ph] = λ∗p∗[h] = p∗λ̃∗[h] conλ̃∗[h] ∈ π1(X̃, x̃1) donde laúltima igualdad
se cumple porque el diagrama de la afirmación conmuta. Por tanto
λ∗[fg

−1] ∈ p∗π1(X̃, x̃1). Pero,λ∗[fg−1] = λ∗[f ](λ∗[g])−1 entonces
λ∗[f ](λ∗[g])

−1 ∈ p∗π1(X̃, x̃1) esto es,λ∗[f ]p∗π1(X̃, x̃1) = λ∗[g]p∗π1(X̃, x̃1).
implica queϕ([f ]p∗π1(X̃, x̃0)) = ϕ([g]p∗π1(X̃, x̃0)).

Por lo tantoϕ est́a bien definida.

• ϕ es uno a uno

Es consecuencia del hecho de que cualquier elemento[a] ∈ π1(X,x0) tal que
λ∗[a] ∈ p∗π1(X̃, x̃1) cumple quep∗(λ̃−1∗ p−1∗ λ∗[a]) = [a].

Por lo tanto[a] ∈ p∗π1(X̃, x̃0);

Veamoslo en detalle:
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ϕ([f ]p∗π1(X̃, x̃0)) = ϕ([g]p∗π1(X̃, x̃0)).

Entonces (λ∗[f ])p∗π1(X̃, x̃1) = (λ∗[g])p∗π1(X̃, x̃1) esto implica que(λ∗[f ])(λ∗[g])−1 ∈
p∗π1(X̃, x̃1) entonces(λ∗[f ])(λ∗[g−1]) ∈ p∗π1(X̃, x̃1) por tantoλ∗[fg−1] ∈ p∗π1(X̃, x̃1)

usando estóultimo y el diagrama conmutativo probaremos la siguiente afirmación.
El elementõλ−1∗ p−1∗ λ∗[fg

−1] ∈ π1(X̃, x̃0) es tal que

p∗(λ̃
−1
∗ p−1∗ λ∗[fg

−1]) = [fg−1].

En efecto, pues

λ∗p∗(λ̃
−1
∗ p−1∗ λ∗[fg

−1]) = p∗λ̃∗(λ̃
−1
∗ p−1∗ λ∗[fg

−1])

= λ∗[fg
−1].

donde la primera igualdad se cumple porque el diagrama de la afirmación conmuta.
Dado queλ∗ es isomorfismo, entonces p∗(λ̃−1∗ p−1∗ λ∗[fg

−1]) = [fg−1]
esto implica que[fg−1] ∈ p∗π1(X̃, x̃0) entonces[f ][g]−1 ∈ p∗π1(X̃, x̃0) por tanto
[f ]p∗π1(X̃, x̃0) = [g]p∗π1(X̃, x̃o).

Por lo tantoϕ es inyectiva.

• ϕ es sobre

Claro, pues si[g]p∗π1(X̃, x̃1) ∈ π1(X,x1)/p∗π1(X̃, x̃1)
entonces

[λgλ−1]p∗π1(X̃, x̃0) ∈ π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0)

es tal que

ϕ([λgλ−1]p∗π1(X̃, x̃0)) = λ∗[λgλ
−1]p∗π1(X̃, x̃1)

= [λ−1λgλ−1λ]p∗π1(X̃, x̃1)

= [g]p∗π1(X̃, x̃1).

Por lo tantoϕ es una biyección; esto es,

[π1(X,x0) : p∗π1(X̃, x̃0)] = [π1(X,x1) : p∗π1(X̃, x̃1)]

Aplicando el teorema 2.17(iii) tenemos que

|p−1(x0)| = |p
−1(x1)|

�
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Hemos probado que todas las fibras en un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad.
Dado que cada fibra es discreta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas.

Definición 2.20. La multiplicidad de un espacio cubriente(X̃, p) deX es el cardinal de
una fibra. Si la multiplicidad esm, tambíen se dice que(X̃, p) es un espacio cubriente de
X de m-hojas.

Definición 2.21. El plano proyectivoPn es el espacio cociente obtenido deSn

identificando cada puntox deSn con su punto antipoda−x.

(Sn, p) es un espacio cubriente deRPn dondep es la aplicacíon que identifica puntos
antipodas.

Corolario 2.22. Sin ≥ 2, entoncesπ1(RPn) ∼= Z/2Z.

Demostracíon:
Sabemos que(Sn, p) es un espacio cubriente deRPn de multiplicidad 2. Como se puede
ver en [4] pag. 282

por tanto[π1(RPn, x0) : p∗π1(Sn, x̃0)] = 2. Dado queSn es simplemente conexo para
todon ≥ 2 entonces|π1(RPn, x0)| = 2.

Por lo tantoπ1(RPn, x0) ∼= Z/2Z.

�

Corolario 2.23. Sea(X̃, p) espacio cubriente deX, seax0 ∈ X y sea
Y = p−1(x0).

(i) Si x̃0, x̃1 ∈ Y , entoncesp∗π1(X̃, x̃0) y p∗π1(X̃, x̃1) son subgrupos conjugados de
π1(X,x0).

(ii) Si S es un subgrupo deπ1(X,x0) que es conjugado dep∗π1(X̃, x̃0) para alǵun
x̃0 ∈ Y, entonces existẽx1 ∈ Y tal queS = p∗π1(X̃, x̃1).

Demostracíon:
(i) Recuerde el diagrama conmutativo del teorema 2.19 (conx0 = x1)

π1(X̃, x̃0)
λ̃∗
∼=

p∗

π1(X̃, x̃1)

p∗

π1(X,x0)
λ∗

∼=
π1(X,x0)

(2.11)

dondeλ̃∗[f̃ ] = [λ̃−1fλ̃] y λ∗[f ] = [λ−1fλ] y dondeλ̃ es una trayectoria eñX dex̃0 a x̃1 y
λ = pλ̃.

Entonces

p∗λ̃∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1) = λ∗p∗π1(X̃, x̃0) = [λ
−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ]

y aśı los subgruposp∗π1(X̃, x̃1) y p∗π1(X̃, x̃0) son conjugados por[λ] ∈ π1(X,x0).
(Note queλ es una trayectoria cerrada enx0 puesx̃0, x̃1 ∈ Y = p−1(x0).)
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(ii) Suponga queS = [λ−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ] con[λ] ∈ π1(X,x0). Seaλ̃ la única
trayectoria enX̃ tal que pλ̃ = λ y λ̃(0) = x̃0. Note quẽλ(1) ∈ Y ≡ p−1(x0) (pues
pλ̃ = λ), digamos, ˜λ(1) ≡ x̃1.
Usando el diagrama conmutativo en el teorema 2.19 tenemos
S = [λ−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ] = λ∗p∗π1(X̃, x̃0) = p∗λ̃∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1).

�

2.5. Espacio cubriente regular

Definición 2.24. Un espacio cubriente(X̃, p) deX es regular sip∗π1(X̃, x̃0) es un
subgrupo normal deπ1(X,x0) para todox0 ∈ X

Observacíon 2.25. Si (X̃, p) es un espacio cubriente regular deX, entonces
p∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1) para todox̃0, x̃1 en la misma fibra.

Demostracíon:
Por el corolario 2.23(i)p∗π1(X̃, x̃1) = [λ−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ] para alguna[λ] ∈ π1(X,x0).
Pero como adeḿasp∗π1(X̃, x̃0) C π1(X,x0), entonces

p∗π1(X̃, x̃1) = [λ
−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ] = p∗π1(X̃, x̃0).

�

Observacíon 2.26. Si X̃ es simplemente conexo, entonces(X̃, p) es regular.

Demostracíon:
Comox̃ es simplemente conexo, entonces tenemos queπ1(X̃, x̃0) = {1}. Aśı,
p∗π1(X̃, x̃0) = p∗(1) = 1. Por lo tanto(X̃, p) es regular.

�
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Caṕıtulo 3

Transformaciones cubrientes.

En esta sección investigaremos aplicaciones entre espacios cubrientes de un espacioX.
Empezamos por recordar el teorema 2.7 (levantamiento de homotopı́as.) Si(X̃, p) es un
espacio cubriente deX y si f : X −→ Y es una funcíon continua que tiene un
levantamientõf : Y −→ X, entonces cualquier homotopı́a que empiece conf se puede
levantar a una homotopı́a que empiece coñf. Aśı, si f ' g y f tienen un levantamientõf ,
entoncesg tiene un levantamientõg y f̃ ' g̃. El siguiente resultado da una condición
necesaria y suficiente para quef : Y −→ X tenga un levantamiento.

3.1. Criterio de levantamiento

Teorema 3.1. (Criterio de levantamiento).
SeaY localmente conexo por trayectorias, y seaf : (Y, y0) −→ (X,x0) continua. Si
(X̃, p) es un espacio cubriente deX, entonces existe uńunico f̃ : (Y, y0) −→ (X̃, x̃0)
(dondex̃0 ∈ p−1(x0)) levantamiento def si y śolo sif∗π1(Y, y0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0).

(X̃, x̃0)

p

(Y, y0)
f

f̃

(X,x0)

(3.1)

Demostracíon:

Supongamos que existe un levantamientof̃ def , esto es,pf̃ = f y f̃(y0) = x̃0. Entonces
por funtorialidad tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

π1(X̃, x̃0)

p∗

π1(Y, y0)
f∗

f̃∗

π1(X,x0)

(3.2)

Entoncesf∗π1(Y, y0) = p∗f̃∗π1(Y, y0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0).

45
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Por otro lado, supongamos ahora quef∗π1(Y, y0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0). Probaremos que existe
un único f̃ : (Y, y0) −→ (X̃, x̃0) levantamiento def , el lema 2.5 nos dice que de existir el
levantamiento eśunico (puesY es conexo) por lo que sólo necesitamos considerar la
existencia.

Recordemos que un espacio conexo y localmente conexo es conexo por trayectorias.
Por lo tantoY es conexo por trayectorias.

Seay ∈ Y y seah : I −→ Y una trayectoria dey0 ay, aśı fh es una trayectoria de
f(y0) = x0 af(y).
Por el teorema de levantamiento de trayectorias existe unúnico levantamientõλ enX̃ que
levanta afh y conλ̃(0) = x̃0.
Notemos que definiendõf : Y −→ X̃ por f̃(y) = λ̃(1). se cumple que
pf̃(y) = pλ̃(1) = fh(1) = f(y) esto es,̃f es un levantamiento def.
Pobaremos quẽf est́a bien definida, es decir, no depende de la elección de la trayectoriah
y que efectivamente es continua.

X̃

p

I
h

λ̃

Y
f

f̃

X

Como se muestra en la siguiente imagen

Para ver quẽλ(1) es independiente de la elección de la trayectoriah seah1 otra trayectoria
deyo ay, y seaλ̃1 la única trayectoria eñX tal quepλ̃1 = fh1 conλ̃(0) = x̃0. Entonces
h ∗ h−11 es un lazo enY basado eny0. Aśı, f(h ∗ h−1) = (f ◦ h) ∗ (f ◦ h−11 ) es un lazo en
X basado enf(y0) = x0.

Dado que[(f ◦ h) ∗ (f ◦ h−11 )] = f∗[h ∗ h
−1
1 ] ∈ f∗π1(Y, y0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0)

(la inclusíon es por hiṕotesis), entonces,

[(f ◦ h) ∗ (f ◦ h−11 )] = p∗[g̃] = [pg̃] para alǵun [g̃] ∈ π1(X̃, x̃0).

esto es,̃g es un lazo eñX basado eñx0
entonces(f ◦ h) ∗ (f ◦ h−11 ) ' pg̃ rel {0, 1} esto implica que
(f ◦ h) ∗ (f ◦ h−11 ) ∗ pλ̃1 ' pg̃ ∗ pλ̃1 rel{0, 1} entoncesf ◦ h ' pg̃ ∗ pλ̃1 rel {0, 1} pues
pλ̃1 = f ◦ h1 aśı f ◦ h ' p(g̃ ∗ λ̃1) rel {0, 1} puesp(g̃ ∗ λ̃1) = pg̃ ∗ pλ̃1.
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Ahora, tenemos quẽλ y g̃ ∗ λ̃1 son levantamientos def ◦ h y p(g̃ ∗ λ̃1) respectivamente
tales quẽλ(0) = (g̃ ∗ λ̃1)(0) = x̃0. Por el corolario 2.9 tenemos̃λ ' g̃ ∗ λ̃1 rel {0, 1}, en
particularλ̃(1) = (g̃ ∗ λ̃1)(1) = λ̃1(1) como queŕıamos probar.

Por lo tantof̃ est́a bien definida.

Finalmente veremos quẽf : Y −→ X̃ es continua. Seay ∈ Y, seax̃ = f̃(y), y seaŨ1 una
vecindad abierta dẽx, debemos encontrar una vecindad abiertaV dey con f̃(V ) ⊆ Ũ1.
Seax = px̃ ∈ X, seaU una vecindad admisible abierta dex, y seaS la hoja sobreU que
contiene ãx.
RemplazandõU1 por Ũ1 ∩ S de ser necesario, podemos suponer queŨ1 ⊆ S (recuerde que
S es un conjunto abierto eñX). Dado quep es una aplicación abierta, el conjuntoU1
definido porp(Ũ1) es una vecindad abierta dex conU1 ⊆ U. Dado quef es continua,
f−1(U1) es una vecindad abierta dey enY. Dado queY es localmente conexo por
trayectorias, entonces existe una vecindad abierta conexa por trayectariasV con
y ∈ V ⊂ f−1(U1). Afirmamos quef̃(V ) ⊆ Ũ1 lo cual completaŕa la prueba.
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Seah : I −→ Y una trayectoria dey0 ay y λ̃ el levantamiento defh conλ̃(0) = x̃0. Sea
v ∈ V, dado queV es conexo por trayectorias existe una trayectoriah2 : I −→ V dey av;
aśı

h2(I) ⊆ V ⊆ f
−1(U1) y fh2(I) ⊆ U1.

Seaμ̃ : I −→ X̃ el levantamiento defh2 conμ̃(0) = x̃.
Dado queU1 ⊆ U y U es admisible entonces̃μ = (p|S)−1(fh2) implica que
μ̃(1) ∈ S ∩ Ũ1 = Ũ1. Recuerde ahora que habı́amos definidõx := f̃(y) donde
f̃(y) := λ̃(1) dondeλ̃ es elúnico levantamiento defh tal queλ̃(0) = x̃0.
Por tanto tenemos quẽλ(1) = x̃ = μ̃(0), entonces̃λ ∗ μ̃ est́a definido.
Pero,

p(λ̃ ∗ μ̃) = pλ̃ ∗ pμ̃ = fh ∗ fh2 = f(h ∗ h2)

dondeh ∗ h2 es una trayectoria dey0 av; adeḿas

(λ̃ ∗ μ̃)(0) = λ̃(0) = x̃0.

Por tantof̃(v) = (λ̃ ∗ μ̃)(1) = μ̃(1) ∈ Ũ1, como queŕıamos probar.
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�

Nota: El criterio de levantamiento es un ejemplo de un teorema bueno de topologı́a
algebraica. Un resultado topológico (en este caso la existencia de una cierta función
continua) es equivalente a un problema algebraico (en este caso un subgrupo contenido en
otro subgrupo).

Corolario 3.2. SeaY simplemente conexo y localmente conexo por trayectorias, y sea
f : (Y, y0) −→ (X,x0) continua. Si(X̃, p) es un espacio cubriente deX y si
x̃0 ∈ p−1(x0), entonces existe uńunico f̃ : (Y, y0) −→ (X̃, x̃0) que levanta af .

Demostracíon:

Se sigue directamente del teorema, pues dado queY es simplemente conexo,
π1(Y, y0) = {1} entoncesf∗π1(Y, y0) = {1} ⊆ p∗π1(X̃, x̃0)

�

Observacíon 3.3. Ponemos la hiṕotesis de queY sea localmente conexo por trayectorias
en el corolario 3.2 pues recuerde que un espacio simplemente conexo no necesariamente
es localmente conexo por trayectorias.

Corolario 3.4. SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias y sean(X̃, p), (Ỹ , q)
espacios cubrientes deX. Elijamos puntos basex0 ∈ X, x̃0 ∈ X̃ y ỹ0 ∈ Ỹ con
px̃0 = x0 = qỹ0. Si q∗π1(Ỹ , ỹ0) = p∗π1(X̃, x̃0), entonces existe unáunica funcíon
continuah : (Ỹ , ỹ0) −→ (X̃, x̃0) conph = q. Adeḿash es un homeomorfismo.

Demostracíon:

Sabemos quẽY es conexo por trayectorias por definición de espacio cubriente, ademásỸ
es localmente conexo por trayectorias puesỸ es localmente homeomorfo aX. Tambíen
por hiṕotesisq∗π1(Ỹ , ỹ0) = p∗π1(X̃, x̃0), aśı en particularq∗π1(Ỹ , ỹ0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0), lo
cual implica que existe por el teorema 3.1, unaúnica funcíon continua
h : (Ỹ , ỹ0) −→ (X̃, x̃0) tal que el diagrama siguiente conmuta;

(X̃, x̃0)

p

(Ỹ , ỹ0) q

h

(X,x0)

(3.3)

Análogamente por serq∗π1(Ỹ , ỹ0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0) existe unáunica funcíon continua
k : (X̃, x̃0) −→ (Ỹ , ỹ0) tal que el diagrama siguiente conmuta;

(Ỹ , ỹ0)

q

(X̃, x̃0) p

k

(X,x0)

(3.4)

Como (3.3) y (3.4) conmutan entonces,
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(X̃, x̃0)

p

hk
(X̃, x̃0)

p

(X,x0)

conmuta.

PeroidX̃ : (X̃, x̃0) −→ (X̃, x̃0) es tal que al sustituirla porhk en elúltimo diagrama
tambíen lo hace conmutar. Pero por la unicidad deh y k dada por el teorema 3.1
entonceshk = idX̃ .
Análogamentekh = idỸ . Por lo tantoh es un homeomorfismo.

�

Observacíon 3.5. Seap : X̃ −→ X continua y seaU un conjunto abierto enX que es
parejamente cubierto porp. SiV es un subconjunto abierto deU, entoncesV es
parejamente cubierto porp.

Observacíon 3.6. Sean(Ỹ , q) y (X̃, p) espacios cubrientes deX. Si existe una función
continuah : Ỹ −→ X̃ conph = q, entoncesh es sobreyectiva.

(Usando el teorema 2.6 de levantamiento de trayectorias)
Seaỹ0 ∈ Ỹ , x̃0 = h(ỹ0), x0 = p(x̃0) entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

(Ỹ , ỹ0)

q

h

(X̃, x̃0)

p

(X,x0)
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Seax̃ ∈ X̃ y seaλ̃ una trayectoria dẽx0 a x̃. Seaλ = pλ̃, entoncesλ es una trayectoria de
x0 = p(x̃0) ax = p(x̃). Seaλ̃′ : I −→ Ỹ el q − levantamiento deλ tal queλ̃′(0) = ỹ0.
Notemos quehλ̃′ : I −→ X̃ es tal quep(hλ̃′) = qλ̃′ = λ conhλ̃′(0) = h(ỹ0) = x̃0, esto
es,hλ̃′ es unp− levantamiento deλ conhλ̃′(0) = x̃0, por unicidad entonces,hλ̃′ = λ̃.
En particularh(λ̃′(1)) = λ̃(1) = x̃ conλ̃′(1) ∈ Ỹ.

Por lo tantoh es sobreyectiva.

�

El siguiente teorema amplı́a el criterio de levantamiento. (Teorema 3.1) Y para probarlo
usaremos la observación siguiente.

Observacíon 3.7. Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX. SiX es Hausdorff, localmente
compacto, localmente conexo o variedad topológica entonces tambiénX̃ lo es, ya que
toda propiedad local deX es heredado por̃X. Como se puede ver en [4] pag. 275.

�

Teorema 3.8.SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias, sea(X̃, p) y (Ỹ , q)
espacios cubrientes deX. Elijamos puntos basex0 ∈ X, x̃0 ∈ X̃ y ỹ0 ∈ Ỹ con
px̃0 = x0 = qỹ0.
Si q∗π1(Ỹ , ỹ0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0), seah : (Ỹ , ỹ0) −→ (X̃, x̃0) unaúnica funcion continua
tal queph = q. se cumple que(Ỹ , h) es un espacio cubriente dẽX, y aśı X̃ es un espacio
cociente dẽY .

Ỹ

q

h

X̃

p

X

Demostracíon:

Por definicíon de espacio cubriente, ambosX̃ y Ỹ son conexos por trayectorias. Además
X es localmente conexo por trayectorias entonces, por la observación 3.7,X̃ y Ỹ son
tambíen localmente conexos por trayectorias.
Dado queq∗π1(Ỹ , ỹ0) ⊆ p∗π1(X̃, x̃0) entonces por el teorema 3.1 existe unaúnica
función continua.

h : (Ỹ , ỹ0) −→ (X̃, x̃0) tal que ph = q.

Queda demostrar que(Ỹ , h) es un espacio cubriente dẽX; una vez demostrado esto
último, aplicamos el lema 2.3 y obtenemos queh es identificacíon, de aqúı queX̃ es un
espacio cociente dẽY .
Probemos pues, que(Ỹ , h) es un espacio cubriente dẽX. Seax̃ ∈ X̃ y x = px̃ ∈ X. Sea
U1 una vecindad abierta p-admisible dex y seaU2 una vecindad abierta q-admisible dex.
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EntoncesU1 ∩ U2 es una vecindad abierta dex, y dado queX es localmente conexo por
trayectorias, existe una vecindad abierta conexa por trayectoriasU tal que
x ∈ U ⊆ U1 ∩ U2.
Por la observación 3.5,U est́a parejamente cubierto porp y q. Entoncesp−1(U) =

⋃
Sj

donde lasSj son hojas eñX; SeaS = Sj0 la hoja que contiene ãx. Es suficiente probar
queS est́a parejamente cubierto porh (puesh es sobre, por la observación 3.6)
Ahora,q−1(U) =

⋃
Tk, dondeTk son las hojas eñY ; aśı lasTk son abiertas, ajenas por

pares yq|Tk : Tk −→ U son homeomorfismos, entonces cadaTk es conexo por
trayectorias.
Notemos que,(p ◦ h) = q entonces(p ◦ h)−1(U) = q−1(U) esto implica que
h−1(p−1(U)) =

⋃
Tk entoncesh−1(

⋃
Sj) =

⋃
Tk por tantoh−1(S) ⊆

⋃
Tk.

Por otre parte, para cadak se tiene que,

ph(Tk) = q(Tk) = U

entonces

h(Tk) ⊆ p−1(U) =
⋃
Sj .

Y en particular tenemos que

h(Tk) = (
⋃
Sj) ∩ h(Tk)

=
⋃
(Sj ∩ h(Tk))

Dado queh(Tk) es conexo por trayectorias entoncesh(Tk) es conexo.
Notemos queh(Tk) ∩ Sj 6= ∅ para j’s distintas no es posible puesh(Tk) seŕıa uníon de
dos abiertos ajenos no vacı́os enh(Tk). (Pues losSj son abiertos y ajenos por pares).

Entonces,

h(Tk) ⊆ S ó h(Tk) ∩ S = ∅.

Aśı Tk ⊆ h−1(h(Tk)) ⊆ h−1(S) ó Tk ∩ h−1(S) = ∅ por tanto
Tk ⊆ h−1(S) ó Tk ∩ h−1(S) = ∅.

Considere
⋃
k∈K′ Tk dondeTk es tal queTk ⊆ h−1(S) para todok ∈ K ′. Afirmamos que;

⋃

k∈K′
Tk = h

−1(S)

En efecto, por un lado Seay ∈
⋃
k∈K′ Tk entoncesy ∈ Tk para algunak ∈ K ′

implica quey ∈ h−1(S). Aśı
⋃
k∈K′ Tk ⊆ h

−1(S)

Por otro lado seay ∈ h−1(S) entoncesy ∈ Tk para algunak ∈ K entoncesk ∈ K ′

(pues de no ser ası́ Tk ∩ h−1(S) = ∅ lo cual no es posible.) ası́ h−1(S) ⊆
⋃
k∈K′ Tk.

Finalmente, sih(Tk) ⊆ S entonces existe el siguiente diagrama comutativo
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Tk

q|Tk ∼=

h|Tk

S

p|S

∼=

U

Dado queq|Tk y p|S son homeomorfismos, se sigue queh(Tk) es un homeomorfismo,
pues,

(p|S)(h|Tk) = q|Tk entoncesh|Tk = (p|S)
−1q|Tk .

Aśı hemos probado queS est́a parejamente cubierto porh.

3.2. Espacio cubriente universal

Definición 3.9. Un espacio cubriente universal deX es un espacio cubriente(X̃, p) con
X̃ simplemente conexo.

Nota: A veces se abusa de la notación y se dice quẽX es un espacio cubriente universal de
X cuandoX̃ es simplemente conexo.

Teorema 3.10.SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias, y sea(Ỹ , q) un
espacio cubriente deX. Si(X̃, p) es un espacio cubriente universal deX, entonces existe
unaúnica funcíon continuah : X̃ −→ Ỹ que hace conmutar el siguiente diagrama.

(X̃, x̃0)

p

h

(Ỹ , ỹ0)

q

(X,x0)

Demostracíon:

Dado queX es localmente conexo por trayectorias, por la observación 3.7 entonces̃X
tambíen es localmente conexo por trayectorias.Además por serX̃ cubriente universal, es
simplemente conexo. Entonces, por el corolario 3.2existe unúnico levantamiento
h : X̃ −→ Ỹ , esto es, uńunicoh que hace conmutar el diagrama.

�

Corolario 3.11. De existir el espacio cubriente universal, esúnico.

Demostracíon:
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Sean(X̃, p) y (Ỹ , q) espacios cubrientes universales deX. Seax0 ∈ X,
x̃0 ∈ p−1(x0), ỹ0 ∈ q−1(x0). Por el teorema 3.10 existe unaúnica funcíon continua
h : (X̃, x̃0) −→ (Ỹ , ỹ0) y existe unáunica funcíon continuak : (Ỹ , ỹ0) −→ (X̃, x̃0) tales
que los siguientes diagramas conmutan:

(X̃, x̃0)

p

h
(Ỹ , ỹ0)

q

(X,x0)

(Ỹ , ỹ0)

q

k
(X̃, x̃0)

p

(X,x0)

Entonces,

(X̃, x̃0)

p

kh
(X̃, x̃0)

p

(X,x0)

(Ỹ , ỹ0)

q

hk
(Ỹ , ỹ0)

q

(X,x0)

(3.5)

conmutan.
Aplicando la unicidad deh y k dada por el teorema 3.10 entonceskh = idX̃ y hk = idỸ ,
y por lo tantoX̃ y Ỹ son homeomorfos. Por lo tanto el cubriente universal esúnico.

�

3.3. El conjunto de transformaciones cubrientes

Definición 3.12. Si (X̃, p) es un espacio cubriente deX, una transformacíon cubriente es
un homeomorfismoh : X̃ −→ X̃ conph = p; esto es, el siguiente diagrama conmuta:

X̃

p

h
X̃

p

X

(3.6)

DefinimosCov(X̃/X) como el conjunto de todas las tranformaciones cubrientes.

Observacíon 3.13.Cov(X̃/X) es un grupo bajo composición de funciones.
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Graficamente podemos tener en mente los siguientes diagramas, si componemosh1 ◦ h2

X̃

p

h1
X̃

q

X

X̃

p

h2
X̃

q

X

=⇒ X̃

p

h2◦h1
X̃

q

X

�

Nota: Antes de continuar, mencionaremos una analogı́a entre grupos de transformaciones
cubrientes y grupos de Galois. Suponga queF es un subcampo de un campoE.

Recuerde que;

Gal(E/F ) = {automorfismos σ : E −→ E | σ(α) = α para todo α ∈ F}

Śı i : F ↪→ E es la inclusíon, entonces un automorfismoσ deE est́a enGal(E/F ) si y
sólo si el siguiente diagrama conmuta;

E

i

σ
E

i

F

(3.7)

Dado que todas las flechas están invertidas, uno debe esperar que las transformaciones cu-
brientes den una teoria de co-Galois, esto es, hay resultados “duales”para espacios cubrien-
tes con respecto a los resultados usuales de los grupos de Galois. En esta analogı́a, los
espacios cubrientes universales juegan el rol de cerraduras algebraicas. Como se puede ver
en [4] pag. 309.

Comparando el siguiente resultado con el teorema 2.17, vemos queCov(X̃/X) tiene pro-
piedades parecidas aπ1(X,x0).

Observacíon 3.14.Cov(X̃/X) actúa en la fibra dex0 ∈ X.

Demostracíon:

Sea ∙ : Cov(X̃/X) × p−1(x0) −→ p−1(x0) definida porh ∙ x = h(x). Probaremos que∙
est́a bien definida, es decir, que efectivamenteh(x) ∈ p−1(x0).
Seax ∈ p−1(x0)

entoncesp(h(x)) = p(x) puesh ∈ Cov(X̃/X), pero p(x) = x0, entoncesh(x) ∈
p−1(x0).
Probaremos ahora que∙ es una acción
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Seanh1, h2 ∈ Cov(X̃/X) y seax ∈ p−1(x0) entonces;

(h1 ∙ h2) ∙ (x) = (h1 ◦ h2)(x)

= h1(h2(x))

= h1(h2 ∙ x)

= h1 ∙ (h2 ∙ x)

AdemásId ∈ Cov(X̃/X) y Id ∙ x = Id(x) = x para todox ∈ p−1(x0).

Por tanto,∙ es una acción.

�

Teorema 3.15.SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias y seax0 ∈ X. Entonces
un espacio cubriente(X̃, p) deX es regular si y śolo siCov(X̃/X) actúa transitivamente
en la fibra sobrex0.

Demostracíon:

Supongamos quẽX es regular. Probaremos queCov(X̃/X) act́ua transitivamente en la fi-
bra dex0.
Seanx̃0, x̃1 ∈ p−1(x0). Dado que(X̃, p) regular y por el corolario 2.23 tenemos que
p∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1). Aśı por el corolario 3.4 existe uńunico homeomorfismo
h : (X̃, x̃0) −→ (X̃, x̃1) conph = p; esto es, existeh ∈ Cov(X̃/X) conh(x̃0) = x̃1.

Por lo tantoCov(X̃/X) act́ua transitivamente enp−1(x0).

Por otro lado, Sea[λ] ∈ π1(X,x0) y seax̃0 ∈ p−1(x0). Entonces, por el corolario 2.23 (ii)
tenemos que

[λ−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ] = p∗π1(X̃, x̃1) para alǵun x̃1 ∈ p
−1(x0).

Por otra parte queCov(X̃/X) act́ue transitivamente enp−1(x0) implica que existeh ∈
Cov(X̃/X) tal queh(x̃0) = x̃1, entoncesh∗π1(X̃, x̃0) = π1(X̃, x̃1), puesh es homeomorfismo, entonces
h∗ es isomorfismo, y aplicandop∗ en ambos lados tenemos que;p∗h∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃0),
pero por otra parte,p∗h∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1) puesh∗ es isomorfismo. Por lo tanto
p∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1).

Aśı,
[λ−1]p∗π1(X̃, x̃0)[λ] = p∗π1(X̃, x̃1) = p∗π1(X̃, x̃0)

por tantop∗π1(X̃, x̃0) / π1(X,x0) para todox̃0 ∈ p−1(x0), y se sigue quẽX es regular.

Teorema 3.16.Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX.
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(i) Si h ∈ Cov(X̃/X) y h 6= 1X̃ , entoncesh no tiene puntos fijos.

(ii) Si h1, h2 ∈ Cov(X̃/X) y existex̃ ∈ X̃ conh1(x̃) = h2(x̃), entoncesh1 = h2.

Demostracíon:
Probaremos que sih tiene puntos fijos, entonces debe ser la identidad.

(i) Suponga que existẽx ∈ X̃ conh(x̃) = x̃ y seax = px̃. Considere el diagrama.

(X̃, x̃)

p

(X̃, x̃)

p

(X,x)

(3.8)

Dado queX̃ es conexo por trayectorias entoncesX̃ es conexo, entonces por el le-
ma 2.5, hay a lo ḿas una sola manera de completar este diagrama tal que conmuta.
Comoh y 1X̃ completan el diagrama,h = 1X̃ .

(ii) Si h1(x̃) = h2(x̃), la aplicacíonh−11 h2 ∈ Cov(X̃/X) tiene un punto fijo,̃x, entonces
por (i) tenemos queh−11 h2 = 1X̃ . Por lo tantoh1 = h2.

�

3.4. Equivalencia entre espacios cubrientes

Definición 3.17. Dos espacios cubrientes(Ỹ , q) y (X̃, p) de un espacioX se dicen equi-
valentes si existe un homeomorfismoϕ : Ỹ −→ X̃ tal que el siguiente diagrama conmute;

Ỹ

q

ϕ
X̃

p

X

(3.9)

Teorema 3.18.SeaX localmente conexo por trayectorias, y seax0 ∈ X. Sean(Ỹ , q) y
(X̃, p) espacios cubrientes deX, y seax̃0 ∈ p−1(x0) y seaỹ0 ∈ q−1(x0). Entonces(Ỹ , q)
y (X̃, p) son equivalentes si y sólo siq∗π1(Ỹ , ỹ0) y p∗π1(X̃, x̃0) son subgrupos conjugados
deπ1(X,x0).

Demostracíon:

Supongamos primero que(Ỹ , q) y (X̃, p) son equivalentes, y seaϕ : Ỹ −→ X̃ un ho-
meomorfismo tal quepϕ = q. Entoncespϕ(ỹ0) = q(ỹ0) = x0 esto implica queϕ(ỹ0) ∈
p−1(x0).

Además por serϕ homeomorfismo,ϕ∗ : π1(Ỹ , ỹ0) −→ π1(X̃, ϕ(ỹ0)) es un isomorfismo.
Entonces,

q∗π1(Ỹ , ỹ0) = p∗ϕ∗π1(Ỹ , ỹ0) = p∗π1(X̃, ϕ(ỹ0)).
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Luego, comõx0, ϕ(ỹ0) ∈ p−1(x0) por el corolario 2.23 (i)p∗π1(X̃, x̃0) y p∗π1(X̃, ϕ(ỹ0))
son subgrupos conjugados. Por tantop∗π1(X̃, x̃0) y q∗π1(Ỹ , ỹ0) ∼= q∗π1(Ỹ , ỹ0) son sub-
grupos conjugados deπ1(X,x0).

Por otro lado notemos queX es conexo porquep es una aplicación cubriente yX̃ es conexo
por trayectorias.

Supongamos queq∗π1(Ỹ , ỹ0) y p∗π1(X̃, x̃0) son subgrupos conjugados deπ1(X,x0). Por
el corolario 2.23(ii), entonces existẽx1 ∈ p−1(x0) tal que

q∗π1(Ỹ , ỹ0) = p∗π1(X̃, x̃1).

Luego por el corolario 3.4 existe el homeomorfismoϕ : Ỹ −→ X̃ tal quepϕ = q

Por lo tanto(Ỹ , q) y (X̃, p) son equivalentes.

�

Recordemos que si(X̃, p) es un espacio cubriente deX y si x0 ∈ X, entoncesπ1(X,x0)
actua transitivamente en la fibrap−1(x0) de la siguiente manera: Si[f ] ∈ π1(X,x0) y
x̃ ∈ p−1(x0), entonces̃x ∙ [f ] = f̃(1) dondef̃ es elúnico levantamiento def conf̃(0) = x̃.

Definición 3.19. SeaG un grupo y seanY yZ G-conjuntos. Una funciónϕ : Y −→ Z se
llama G-equivariante siϕ(g ∙ y) = g ∙ ϕ(y) para todag ∈ G y para today ∈ Y, o bien, si
el siguiente diagrama es conmutativo.

Y
θg

ϕ

Y

ϕ

Z
θ′g

Z

(3.10)

donde para cadag ∈ G la función θ′g, θg : Y −→ Y definida porθg : y −→ g ∙ y es una
permutacíon deY.

Definición 3.20. Un G-isomorfismo es una función G-equivariante que también es una bi-
yeccíon. DenotaremosAut(Y ) el grupo (bajo la composición) de todos losG−isomorfismos
deY en śı mismo.

Vamos ahora a probar que un espacio cubriente(X̃, p) de un espacioX (con punto basex0)
est́a completamente determinado por la fibrap−1(x0) vista como unπ1(X,x0)-conjunto.
Necesitamos algunos resultados de teorı́a de grupos.

Lema 3.21. SeaG un grupo, seaH un subgrupo deG (no necesariamente normal), y sea
G/H la familia de clases laterales izquierdas deH enG. Entonces,

1.G actua enG/H por traslacíon izquierda.
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2.G/H es un G-conjunto transitivo.

3.H es el estabilizador de la clase deH.

Demostracíon:

(1) Veamos primero queG actua enG/H por traslacíon izquierda.

En efecto, definamos

∙ : G×G/H −→ G/H por a ∙ (gH) = agH

entonces

(i) 1 ∙ (gH) = 1gH = gH

(ii) (a1a2) ∙ (gH) = (a1a2)gH = a1(a2g)H = a1 ∙ (a2gH) = a1 ∙ (a2 ∙ (gH)).

Por lo tanto∙ es una acción.

(2) Para ver queG/H es unG-conjunto transitivo, seang1H, g2H ∈ G/H y seaa = g1g
−1
2

Entonces,

a ∙ (g2H) = ag2H

= g1g
−1
2 g2H

= g1H

(3)H es el estabilizador de la clase deH.

En efecto;

GH = {g ∈ G|g ∙H = H}

= {g ∈ G|gH = H}

= {g ∈ G|g ∈ H} = H.

�

Lema 3.22.

(i) Si X es un G-conjunto transitivo yH es el estabilizador de un punto, entoncesX es
G-isomorfo aG/H, la familia de todas las clases laterales izquierdas deH enG dondeG
actúa por translacíon izquierda.

(ii) Si H y K son subgrupos de un grupoG, entoncesG/H y G/K son G-isomorfos si y
sólo siH yK son conjugados enG.
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Demostracíon:

SeaH el estabilizador de un punto enX entoncesH = Gx0 para alǵunx0 ∈ X.
Dado queX es unG-conjunto transitivo entonces para cadax ∈ X existe ungx ∈ G tal
quegx ∙ x0 = x. Entonces definimosθ : X −→ G/H por θ(x) = gxH. Probaremos queθ
es unG−isomorfismo

θ est́a bien definida.

Seax ∈ X y seangx, g′x ∈ G tales quegx ∙ x0 = x y g′x ∙ x0 = x entonces
gx ∙x0 = g′x ∙x0 esto implica queg−1x g′x ∙x0 = x0 aśı tenemos queg−1x g′x ∈ Gx0 = H
se sigue,gxH = g′xH.

Por lo tantoθ est́a bien definida.

θ es sobreyectiva.

SeagH ∈ G/H. Seax = g ∙ x0 ∈ X ⇒ θ(x) = gH. Por lo tantoθ es sobre.

θ es uno a uno.

Seanx1, x2 ∈ X tales queθ(x1) = θ(x2)

entonces gx1H = gx2H congx1 ∙ x0 = x1, gx2 ∙ x0 = x2 esto implica queg−1x1 gx2 ∈
H = Gx0 aśı tenemos que g−1x1 gx2 ∙ x0 = x0 por tantogx1 ∙ x0 = gx2 ∙ x0 . Esto
implica quex1 = x2, y por lo tantoθ es uno a uno, se sigue queθ es una biyección.

θ esG-equivariante.

Seana ∈ G y x ∈ X.Entonces por serX transitivo existegx tal quex = gx∙x0 y tambíen existegax tal quea ∙ x = gax ∙ x0. Esto implica quegax∙
xo = a ∙ x = a ∙ (gx ∙ x0) = agx ∙ x0.

Entoncesg−1a∙xagx ∙ x0 = x0 esto implica queg−1a∙xagx ∈ Gx0 = H entoncesga∙xH =
agxH por tantoθ(a ∙ x) = aθ(x). Aśı θ esG-equivariante.

Por lo tantoθ es unG− isomorfismo.

(ii) Suponga queθ : G/H −→ G/K es un G-isomorfismo.
Existeg ∈ G tal queθ(H) = gK. Notemos que para cadah ∈ H gK = θ(H) =
θ(hH) = hθ(H) = hgK ⇒ g−1hg ∈ K, por lo tantog−1Hg ⊆ K.



3.4 Equivalencia entre espacios cubrientes 61

Por otra parte,

θ(g−1H) = g−1θ(H)

= g−1(gK)

= K.

Entonces,θ−1(K) = g−1H. Además, sik ∈ K entoncesg−1H = θ−1(K) =
θ−1(kK).

Por otra parte tenemos queθ(θ−1(kK)) = kK y θ(kθ−1(K)) = kθ(θ−1(K)) = kK

Por tanto

θ(θ−1(kK)) = θ(kθ−1(K)) entoncesθ−1(kK) = kθ−1(K) = kg−1H

Entonces

gkg−1 ∈ H entoncesk ∈ g−1Hg esto implica queK ⊆ g−1Hg

por lo tantog−1Hg = K.

Por otro lado supongamos queH,K son subgrupos conjugados deG, y notemos que para
a, b ∈ G se tiene queaH = bH si y śolo sia−1b ∈ H luegog−1a−1bg ∈ g−1Hg = K si
y sólo siagK = bgK.

Afirmamos queθ : G/H −→ G/K definida porθ(aH) = agK es unG-isomorfismo.

• θ est́a bien definida:
SeanaH = bH

θ(aH) = agK

= bgK por la observación anterior

= θ(bH).

• θ es inyectiva:
Supongamos queθ(aH) = θ(bH). Entonces

gK = bgK aśı, aH = bH por la observación anterior.

Por tantoθ es inyectiva.
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• θ es sobreyectiva.

SeabK ∈ G/K. Entoncesbg−1H ∈ G/H es tal que

θ(bg−1H) = bg−1gK = bK.

Por lo tantoθ es sobreyectiva.

• θ esG-equivariante.

pues
θ(abH) = (ab)gK = a(bgK) = a ∙ θ(bH)

�

Lema 3.23. SeaX localmente conexo por trayectorias, y seax0 ∈ X.
Dos espacios cubrientes(X̃, p) y (Ỹ , q) son equivalentes si y sólo si las fibrasp−1(x0) y
q−1(x0) sonπ1(X,x0)− conjuntos isomorfos.

Demostracíon:

Seanx̃0 ∈ p−1(x0) y ỹ0 ∈ q−1(x0). Por el teorema 2.17, la fibrap−1(x0) es unπ1(X,x0)-
conjunto transitivo yp∗π1(X̃, x̃0) es el estabilizador dẽx0. Similarmenteq−1(x0) es un
π1(X,x0)-conjunto transitivo yq∗π1(Ỹ , ỹ0) el estabilizador dẽy0. Luego por el lema 3.22(i)

π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0) esπ1(X,x0)-isomorfo ap−1(x0)

y

π1(X,x0)/q∗π1(Ỹ , ỹ0) esπ1(X,x0)-isomorfo aq−1(y0)

Por otra parte, por el teorema 3.18

tenemos que(X̃, p) y (Ỹ , q) son equivalentes si ysólo sip∗(X̃, x̃0) y q∗π1(Ỹ , ỹ0) son sub-
grupos conjugados deπ1(X,x0). Pero esto es equivalente (por el lema 3.22(ii) ) ya que
π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0) y π1(X,x0)/q∗π1(Ỹ , ỹ0) seanπ1(X,x0)-isomorfos. Y por nues-
tra observacíon esto equivale a su vez a quep−1(x0) y q−1(x0) seanπ1(X,x0)−isomorfos.

�

Lema 3.24. SeaG un grupo que act́ua transitivamente en un conjuntoY, y seanx, y ∈ Y.
Entonces los estabilizadoresGx y Gy son iguales si y śolo si existeϕ ∈ Aut(Y ) tal que
ϕ(x) = y.

Demostracíon:

Suponga primero que existeϕ ∈ Aut(Y ) conϕ(x) = y.
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Si h ∈ Gx entoncesh ∙x = x implica queϕ(h ∙x) = ϕ(x) = y. Por otra parte,ϕ(h ∙x) =
h ∙ ϕ(x) = h ∙ y aśı tenemos queh ∙ y = y entoncesh ∈ Gy por lo tantoGx ⊆ Gy.

La otra inclusíon se demuestra de manera similar veamoslo en detalle: Seah ∈ Gy entoncesh∙
y = y esto implica queϕ−1(h ∙ y) = ϕ−1(y) = x. Por otra parteϕ−1 esG-isomorfismo
puesϕ esG-isomorfismo. Aśı h ∙ x = x implica queh ∈ Gx, aśı Gy ⊆ Gx.

Por tantoGy = Gx.

Por otra parte suponga queGx = Gy. Seaz ∈ Y entonces existeg ∈ G tal quez = g ∙ x.
Definamosϕ : Y −→ Y porϕ(z) = ϕ(g ∙ x) = g ∙ y.

• ϕ est́a bien definida, esto es, no depende de la elección deg.

Si g ∙x = g1 ∙x entoncesg−11 g ∙x = x por tanto g−11 g ∈ Gx = Gy. Entoncesg−11 g ∙ y = y,
por lo queg ∙ y = g1 ∙ y, por tantoϕ(g ∙ x) = ϕ(g1 ∙ x).

• ϕ es una funcíonG-equivariante.

Si h ∈ G y z ∈ Y tal quez = g ∙ x, entonces

ϕ(h ∙ z) = ϕ(h ∙ (g ∙ x))

= ϕ(hg ∙ x)

= hg ∙ y

= h ∙ (g ∙ y)

= h ∙ ϕ(z).

• ϕ es una biyección.

Seag′ ∈ G y adeḿasθ una funcíonG−equivariante, ası́ tenemos queθ : Y −→ Y esta
definida porθ(g′ ∙ y) = g′ ∙ x. Entoncesθϕ(g ∙ x) = θ(g ∙ y) = g ∙ x

aśı tenemos queθϕ = id : Y −→ Y. Análogamenteϕθ(g ∙ y) = ϕ(g ∙ x) = g ∙ y
entoncesϕθ = id : Y −→ Y. Por lo tantoϕ es biyeccíon.

Finalmente notemos que:

ϕ(x) = ϕ(1 ∙ x) = 1 ∙ y = y

�

Lema 3.25. Sea(X̃, p) es un espacio cubriente deX, dondeX es localmente conexo
por trayectorias y seax0 ∈ X. Dados x̃0, x̃1 ∈ p−1(x0), existeh ∈ Cov(X̃/X) con
h(x̃0) = x̃1 si y śolo si existeϕ ∈ Aut(p−1(x0)) conϕ(x̃0) = x̃1.



64 Transformaciones cubrientes.

Demostracíon:

Suponga que existeh ∈ Cov(X̃/X) tal queh(x̃0) = x̃1. Entonces los siguientes diagramas
conmutan:

(X̃, x̃1)

p

(X̃, x̃0) p

h

(X,x0)

(X̃, x̃0)

p

(X̃, x̃1) p

h−1

(X,x0)

Entonces cumple con las hipotesis del teorema del levantamiento, ası́ tenemos quep∗π1(X̃, x̃0) ⊆
p∗π1(X̃, x̃1) y p∗π1(X̃, x̃0) ⊇ p∗π1(X̃, x̃1).Por tanto tenemos quep∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1).

Por otro lado, supongamos quep∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1) entonces por el corolario 3.4
existeh ∈ Cov(X̃/X) tal queh(x̃0) = x̃1, aśı tenemos que existeh ∈ Cov(X̃/X) tal
queh(x̃0) = x̃1 si y śolo sip∗π1(X̃, x̃0) = p∗π1(X̃, x̃1).
Dado quep∗π1(X̃, x̃0) es el estabilizador dẽx0 (por el teorema 2.17 (ii)). Entonces existeh ∈
Cov(X̃/X) tal queh(x̃0) = x̃1si y śolo si los estabilizadores dẽx0 y x̃1 coinciden. Por
el lema 3.24 tenemos que esto ultimo ocurre si y sólo si existeϕ ∈ Aut(p−1(x0)) con
ϕ(x̃0) = x̃1.

�

Lema 3.26. Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX, dondeX es localmente conexo por tra-
yectorias, seax0 ∈ X, y seap−1(x0) la fibra dex0 vista como unπ1(X,x0)− conjunto.
Entonces tenemos un isomorfismo de grupos.

Cov(X̃/X)
ψ
−→ Aut(p−1(x0))

h 7−→ h|p−1(x0)

Demostracíon:

Probaremos primero queψ est́a bien definida, esto es, sih ∈ Cov(X̃/X) entonces efectivamenteh|p−1(x0) ∈
Aut (p−1(x0)).

• h(p−1(x0)) = p−1(x0) :
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Por un lado, seaz ∈ h(p−1(x0)) entoncesz = h(x̃) para alǵun x̃ ∈ p−1(x0).
Ahora, ph = p entoncesph(x̃) = p(x̃) = x0 esto implica queh(x̃) ∈ p−1(x0).
Por lo tantoh(p−1(x0)) ⊆ p−1(x0)

Por otro lado, seaz ∈ p−1(x0) entonces existẽx ∈ X̃ tal queh(x̃) = z de modo quep(x̃) =
ph(x̃) = p(z) = x0 aśı x̃ ∈ p−1(x0) y entoncesz = h(x̃) ∈ h(p−1(x0)).Por lo tantop−1(x0) ⊆
h(p−1(x0))

Ademásh|p−1(x0) : p
−1(x0) −→ p−1(x0) es una biyección, pues por lo anteriorh|p−1(x0)

es sobreyectiva . Adeḿas es inyectiva por queh : X̃ −→ X̃ es inyectiva al ser un homeo-
morfismo.

• h|p−1(x0) : p
−1(x0) −→ p−1(x0) es unπ1(X,x0)− isomorfismo.

Sea[f ] ∈ π1(X,x0) y x̃ ∈ p−1(x0).
h([f ] ∙ x̃) = h(f̃(1)) dondef̃ es el levantamiento def tal que f̃(0) = x̃. Por
otra parte,[f ] ∙ h(x̃) = f̃1(1) dondef̃1 es el levantamiento def tal quef̃1(0) =
h(x̃). Perop(hf̃) = pf̃ = f y hf̃(0) = h(x̃). Entonces por unicidadhf̃ = f̃1
por lo tantoh([f ] ∙ x̃) = [f ] ∙ h(x̃).

Hemos probado queh|p−1(x0) ∈ Aut(p
−1(x0)).

Probaremos ahora queψ es un isomorfismo de grupos.

• ψ es homomorfismo:
pues

ψ(h1 ∙ h2) = (h1 ∙ h2)|p−1(x0) = h1|p−1(x0)h2|p−1(x0) = ψ(h1)ψ(h2)

por lo tantoψ es un homomorfismo.

• ψ es inyectiva.

Seah ∈ Cov(X̃/X) tal queψ(h) = id : p−1(x0) −→ p−1(x0) entoncesh|p−1(x0) =

id : p−1(x0) −→ p−1(x0) entoncesh = id : X̃ −→ X̃ por el teorema 3.16 (i).

Por lo tantoψ es inyectiva.

• ψ es sobreyectiva.

Seaϕ ∈ Aut(p−1(x0)) y seax̃ ∈ p−1(x0). Por el lema 3.25 existeh ∈ Cov(X̃/X)
tal queh(x̃) = ϕ(x̃). Dado queπ1(X,x0) act́ua transitivamente enp−1(x0), enton-
ces para cadãx1 ∈ p−1(x0) existe[f ] ∈ π1(X,x0) tal quex̃1 = [f ] ∙ x̃.
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Por tantoh(x̃1) = h([f ] ∙ x̃) = [f ] ∙ h(x̃) = [f ] ∙ ϕ(x̃) = ϕ([f ] ∙ x̃) = ϕ(x̃1).
Aśı tenemos queh|p−1(x0) = ϕ esto es,ψ(h) = h|p−1(x0) = ϕ. Por lo tantoψ es
sobreyectiva.

�

Recordemos que siH es un subgrupo de un grupoG, entonces su normalizador es el sub-
grupo;

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}

Note queH es un subgrupo normal deNG(H); más áun, siH es un subgrupo normal de
G, entoncesNG(H) = G.

Lema 3.27. SeaG un grupo actundo transitivamente en un conjuntoY, y seay0 ∈ Y.

EntoncesAut(Y ) ∼= NG(G0)/G0 dondeG0 es el estabilizador dey0.

Tiene sentido hablar del cociente, puesG0 es el subgrupo deG, entoncesNG(G0) es el
mayor subgrupo deG en el cualG0 es un subgrupo normal.

Demostracíon:

Seaϕ ∈ Aut(Y ). Dado queG act́ua transitivamente enY, existeg ∈ G tal queϕ(y0) =
g ∙ y0. Probaremos primero que,g ∈ NG(G0).

Seah ∈ G0. Entonces,h ∙ y0 = y0 y g ∙ y0 = ϕ(y0) = ϕ(h ∙ y0) = h ∙ ϕ(y0) = hg ∙ y0;
entoncesy0 = g−1hg ∙ y0 aśı tenemos queg−1hg ∈ G0 esto implica queg−1G0g ⊆ G0.

Por lo tantog ∈ NG(G0).

Note que siϕ(y0) = g ∙ y0 = g1 ∙ y0 entoncesg−1g1 ∙ yo = y0 entoncesg−1g1 ∈
G0 entoncesgG0 = g1G0. Por tanto, la funcíon

Γ : Aut(Y ) −→ NG(G0)/G0

definida porΓ(ϕ) = g−1G0 dondeϕ(y0) = g ∙y0 es una funcíon bien definida. Probaremos
que de hecho es un isomorfismo de grupos.

• Γ es homomorfismo:
Seanθ, ϕ ∈ Aut(Y ) y seanϕ(y0) = g ∙ y0, θ(y0) = g′ ∙ y0.
Entoncesθϕ(y0) = θ(g ∙y0) = g ∙θ(y0) = gg′ ∙y0. Por lo tantoΓ(θϕ) = (gg′)−1G0.

Por otra parte,Γ(θ) Γ(ϕ) = g′−1G0g−1G0 = g′−1g−1G0 = (gg′)−1G0 = Γ(θϕ)

se sigue queΓ es homomorfismo (Ahora se ve por qué la definicíon deΓ es con in-
verso.)
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• Γ es inyectiva.
Suponga queΓ(ϕ) = G0 entoncesϕ(y0) = y0 esto implica queϕ(h ∙ y0) = h ∙
ϕ(y0) = h ∙ y0 para todoh ∈ G. Entoncesϕ deja fijo todo elemento enY de la
forma h ∙ y0 con h ∈ G. Dado que G actúa transitivante enY entoncesϕ = idY
por lo tantoΓ es inyectiva.

• Γ es sobre.

Note que sig ∈ NG(G0), definimosϕ : Y −→ Y porϕ(y) = hg ∙ y0 dondey = h ∙ y0
(h ∈ G) entoncesϕ ∈ Aut(Y ) y Γ(ϕ) = g−1G0; en efecto:

ϕ est́a bien definida.

Entoncesy = h∙y0 y y = h1 ∙y0 esto es,h∙y0 = h1 ∙y0 entoncesh−11 h∙y0 = y0 esto implica
queh−11 h ∈ G0 entonces g−1h−11 hg ∈ g−1G0g ⊆ G0(donde la contención es porqueg
∈ NG(G0)) esto implica queg−1h−11 hg ∙ y0 = y0 esto es(h1g)−1hg ∙ y0 = y0 por tanto
h1g ∙ y0 = hg ∙ y0.

Por lo tantoϕ est́a bien definido.

ϕ es inyectiva.

Seany, y1 ∈ Y tales queϕ(y) = ϕ(y1)

entonceshg ∙y0 = h1g ∙y0 dondey = h∙y0 y y1 = h1 ∙y0 esto implica que(h1g)−1hg ∙y0 =
y0 entoncesg−1h−11 hg ∙ y0 = y0 entoncesg−1h−11 hg ∈ G0 esto implica queh−11 h ∈
gG0g

−1 = G0 entoncesh−11 h ∙ y0 = y0 esto es,h ∙ y0 = h1 ∙ y0 por tantoy = y1.

Por lo tantoϕ es inyectiva.

ϕ es sobre.

Seaz ∈ Y, probaremos que existey ∈ Y tal queϕ(y) = z.
Dado que G actúa transitivamente enY entonces existeh ∈ G tal queh ∙ (g ∙ y0) = z.

Definamosy = h ∙ y0 ∈ Y entoncesϕ(y) = hg ∙ y0 = h ∙ (g ∙ y0) = z.

Por lo tantoϕ es sobre.

ϕ esG-equivariante.

Seag1 ∈ G, y ∈ Y. Dado queG act́ua transitivamente enY, existeh, h1 ∈ G tales que
y = h ∙ y0, g1 ∙ y = h1 ∙ y0.
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entonces

ϕ(g1 ∙ y) = h1g ∙ y0
g1 ∙ ϕ(y) = g1 ∙ (hg ∙ y0)

Perog1 ∙ y = h1 ∙ y0 y y = h ∙ y0

entoncesg1 ∙ (h ∙ y0) = h1 ∙ y0 esto implica queh−11 g1h ∙ y0 = y0 entonces h−11 g1h ∈ G0
Aśı tenemos queg−1h−11 g1hg ∈ g−1G0g = G0 entoncesg−1h−11 g1hg ∙ y0 = y0 esto es,
(h1g)

−1g1hg ∙ y0 = y0 por tantog1hg ∙ y0 = h1g ∙ y0.

Esto es,ϕ(g1 ∙ y) = g1 ∙ ϕ(y)

por lo tantoϕ esG-homomorfismo.

Porúltimo, dado quey0 = 1 ∙ y0 entoncesϕ(y0) = 1g ∙ y0 = g ∙ y0

por lo tantoΓ(ϕ) = g−1G0.

Entonces para probar queΓ es sobre
seagG0 ∈ NG(G0)/G0 entoncesg ∈ NG(G0) esto implica queg−1 ∈ NG(G0) entonces
definiendoϕ : Y −→ Y porϕ(y) = hg−1 ∙ y0 dondey = h ∙ y0 entonces, por la afirmación
anterior,ϕ ∈ Aut(Y ) y adeḿasΓ(ϕ) = (g−1)−1G0 = gG0
por tantoΓ es sobre.

Aśı tenemos queΓ es un isomorfismo.

�

Teorema 3.28.Sea(X̃, p) un espacio cubriente deX, dondeX es localmente conexo por
trayectorias. Entonces, parax0 ∈ X y x̃0 ∈ p−1(x0)

Cov(X̃/X) ∼= Nπ(p∗π1(X̃, x̃0))/p∗π1(X̃, x̃0)

dondeπ denotaπ1(X,x0).

Demostracíon:

Por el lema 3.26,Cov(X̃/X) ∼= Aut(p−1(x0)) donde la fibrap−1(x0) es vista como un
π1(X,x0)-conjunto transitivo. A su vez,como el estabilizador dex̃0 esp∗π1(X̃, x̃0) (por el
teorema 3.16 (ii)), el lema 3.27 nos dice queAut(p−1(x0)) ∼= Nπ(p∗π1(X̃, x̃0))/p∗π1(X̃, x̃0).

Por lo tanto

Cov(X̃/X) ∼= Nπ(p∗π1(X̃, x̃0))/p∗π1(X̃, x̃0).

�
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3.5. Grupo de monodroḿıa del espacio cubriente regular

Corolario 3.29. Sea(X̃, p) un espacio cubriente regular deX, dondeX es localmente
conexo por trayectorias. Entonces, parax0 ∈ X y x̃0 ∈ p−1(x0)

Cov(X̃/X) ∼= π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0),

es llamado grupo de monodromı́a del espacio cubriente regular.

Demostracíon:

Dado que(X̃, p) es regular entoncesp∗π1(X̃, x̃0) / π1(X,x0), entoncesNπ(p∗π1(X̃, x̃0)) =
π1(X,x0). Esto implica queCov(X̃/X) ∼= π1(X,x0)/p∗π1(X̃, x̃0) por el teorema 3.28.

�

Corolario 3.30. Sea(X̃, p) un cubriente universal deX, dondeX es localmente conexo
por trayectorias. Entonces, parax0 ∈ Cov(X̃/X) ∼= π1(X,x0).

Demostracíon:

Dado queX̃ es simplemente conexo y cubriente universal,π1(X̃, x̃0) = {1} para todox̃0 ∈
p−1(x0) entonesp∗π1(X̃, x̃0) = {1}, de modo queX̃ es regular, entonces del corolario
3.28 se sigue que

Cov(X̃/X) ∼= π1(X,x0)/{1} ' π1(X,x0)

�

3.6. El ćalculo del grupo fundamental de la circunferencia

Observe que eĺultimo resultado da una descripción del grupo fundamental que no requiere
del punto base.

Finalmente en la presente sección calcularemos el grupo fundamental de la circunferencia.

Aplicación: Usaremos el corolario 3.30 para probar queπ1(S
1, 1) ∼= Z.

Dado queR es simplemente conexo,(R, exp) es un cubriente universal deS1, (claro, sabe-
mos queS1 es localmente conexo por trayectorias) entonces el corolario 3.30 nos dice que
Cov(R/S1) ∼= π1(S1, 1).Probemos queCov(R/S1) ' Z.Seah ∈ Cov(R/S1) entoncesh
es un homomorfismo tal que;

h : R −→ R y exp(h(x)) = exp(x)
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esto es,e2πih(x) = e2πix. Entonces2πh(x) = 2πx + 2πn(x) donden(x) ∈ Z para cada
x ∈ R aśı tenemos quen(x) = h(x)− x es continua (pues es suma de dos funciones conti-
nuas). Dado queR es conexo, entoncesn(x) es constante, digamosn(x) ≡ n, por lo tanto

h(x) = x+ n paran ∈ Z.

Por otro lado, notemos que sin ∈ Z y definimosh(x) = x + n, entoncesh es un homeo-
morfismo y

exp(h(x)) = exp(x+ n)

= exp(x)

por lo tantoh(x) ∈ Cov(R/S1)

Por lo tanto
Cov(R\S1) = {h(x) = x+ n | n ∈ Z}.

Notemos queCov(R/S1) ∼= Z mediante el isomorfismoϕ definido por;

Z
ϕ
→ Cov(R/S1)

m 7−→ h(x) = x+m.

• ϕ es homomorfismo.
veremos queϕ(m+ n) = ϕ(m) ◦ ϕ(n) tal que, para todax ∈ R

h(x) = x+ (m+ n)

= (x+m) + n

= h1 ◦ h2(x)

dondeh1(x) = x+m y h2(x) = x+ n

• ϕ es uno a uno.
Siϕ(m) = id entoncesx+m = x para todox ∈ R
entoncesm = 0 por lo tantoϕ tiene kernel trivial, yϕ es uno a uno.

• ϕ es sobre.
Seah(x) = x+m ∈ Cov(R\S1)
entoncesm ∈ Z es tal queϕ(m) = h(x).

Concluimos queπ1(S1, 1) ' Z.

�



Bibliograf ı́a
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