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Introducci 6n

El objetivo principal de este trabajo es presentar de manera accesiflewdbalel grupo
fundamental de la circunferencia usando laf@de espacios cubrientes y transformaciones
cubrientes.

En el primer cafiulo comenzaremos por definir algunos conceptos tapobs como tra-
yectorias, homotda y homotofia relativa lo cual nos permitira definir, para cada espacio
topologico con punto base; € X, un grupo llamado el grupo fundamental deque de-
notamos potr (X, zy). Resulta ser que este grupo es un invariante tpgico, es decir,

si dos espacios son homeomorfos sus grupos fundamentales son isomorfos. Esto es conse-
cuencia de que una furizi continua entre dos espacios tdmptos induce un homomorfis-

mo de grupo entre los grupos fundamentales asociados, dondasdietmo homomorfismo

cumple una propiedad llamada propiedad de funtorialidad.

En el segundo capilo introducimos el concepto de espacio cubriente, se enuncian y de-
muestran el teorema de levantamiento de trayectorias y el teorema de levantamiento ho-
motogda, definimos una aceh del grupo fundamental del espaciosobre la fibra de un
cubrienteX y demostramos que dicha a@uies transitiva. Adefis se demuestra que todas

las fibras de un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad. Dado que cada fibra es dis-
creta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas.

Finalmente, en el tercer caplo como nuestro principal objetivo es calcular el grupo fun-
damental de la circunferencia, vemos la estrecha felagiie existe entre el concepto de
grupo fundamental y la tefar de espacios cubrientes, para eso enunciamos y demostramos
resultados importantes como lo es el criterio del levantamiento, este criterio nos da un ejem-
plo de un teorema bueno de topdi@@lgebraica. Ms adelante vemos que el teorema 3.9
ampla dicho criterio. Aderas definimos el espacio cubriente universal de un espécio

(Esto es un espacio cubriente que es conexo y simplemente conexo) y mostramos que de
existir el espacio cubriente universaligsco.

Por otra parte dada una aplicéeicubrientep : X — X consideramos el conjunto de
todas los homomorfismos déen X tales queph = p. Dicho conjunto resulta ser un grupo
el cual denotaremos p@tov(X /X ). Demostramos que dicho grupo @attransitivamente
en la fibra del punto base del cubrien:ﬁ'ey tambien definimos la equivalencia entre espa-
cios cubrientesy : X — Xyq: X — X de un espacid si existe un homeomorfismo
h: X — Y entre ellos tal queh = q.

Despes demostramos que el normalizador del subgpupg( X)) del grupo fundamental
m1(X) cociente el subgrupp,m (X X) es isomorfo aC'ov(X /X), es decir(Cov(X /X) =

Ny (p.m1(X))/psm1(X)). Dicho resultado es el &s importante de este trabajo pues des-
pués observamos quesi X —» X es un cubriente universal dé (es deC|r7r1(X) 1
con X conexo) entonces el homomorfismo inducjgo: 7 (X) — m1(X) es tal que

5



6 INTRODUCCION

p«71(X) es el grupo trivial (pues;(X) = 1) y ad el normalizador del grupo trivial
p.m1(X) esm(X) (pues el normalizador del subgrupo trivial dg X) es por definidn,

el subgrupo ras grande de; (X) que contiene a el grupo trivial como subgrupo normal, es
decir esr; (X)) y concluimos queCov(X /X) es isomorfo ar; (X) cuandoX es conexo

y simplemente conexo.

Usando estos hechos y q(®, e2™*) es el cubriente universal d&& consideramos el gru-
po de transformaciones cubrient€sv(R/S!) y por dalculo directo demostramos que
Cov(R/S') es isomorfo &. Por lo que concluimos que el grupo fundamental de la cir-
cunferencia e&.



Capitulo 1

El grupo fundamental

En este caitulo vamos a considerar trayectorias sobre un espaciodgiool X y una re-

lacion de equivalencia entre ellas conocida como homatmdativa. Posteriormente, defi-
niremos cierta operan sobre la colecon de estas clases de equivalencia que la convierte

un grupo. Llamaremos a dicho grupogelupo fundamental del espacio X. Adenmas ha-
blaremos de algunos resultados relativos a la conexidad para mostrar algunos resultados
importantes en los siguientes tiahos.

1.1. Definicbn de trayectoria

Definicion 1.1. SeaX un espacio topdlgico yzy,z1 € X, una trayectoria enX dezg a
z1 es una fundn continuaf : [0,1] — X tal quef(0) = zoy f(1) = ;.

Ob<rvese que la trayectoria es la fumeif y no laimagenf ([0, 1]); a laimagen se le llama
una curva enx.

1.2. Homotoga

Definicion 1.2. SeanX, Y espacios topdlgicos yfy, f1 : X — Y funciones continuas.
Se dice qué, f1 son homdipicas si existe una furtm continuaF' : X x [0,1] — Y tal
que para todor € X

F(z,0) = fo(z)

F($7 1) = fl(x)

7



8 El grupo fundamental

La funcion F' se llama una homotda entref; y f1. Cuando tal homotdp existe escribi-
mOSfO ~ fl-

Observemos que para cada& [0, 1], F' define una fundn continuafF; : X — Y dada
por Fy(z) = F(z,t) para cada € X.

De modo que podemos imaginar una homaammo una familia de funciones continuas,
dondef, se deforma continuamente ¢n

Si fo Y f1 son dos trayectorias, es decir, con domiio= I = [0, 1], existe una relaéin
mas fuerte que es la homofaprelativa definida de la siguiente manera.

Definicion 1.3. Seanfy, f1 : [0,1] — Y dos trayectorias erY, diremos quefy ~ fi
rel {0,1} siy Dlo si existeF' : I x I — Y continua tal que para tode,t € I

F(z,0) = fo(x)
F(z,1) = fi(z)
F(0,t) = z
F(l,t) =z

Esta definiobn nos dice que los puntos coinciden en los extremos de las trayedfgsias
f1, ad estos permanecen fijos durante la deformaciomo en la siguiente figura.

Ix1I




1.2 Homotopia 9

A continuacon introducimos un resultadoadico en topolo@, conocido como €elema
de pegado el cual nos permita demostrar que la concater@tide trayectorias es nueva-
mente una trayectoria.

Lema 1.4. Supongamos que un espacioes una urbn finita de subconjuntos cerrados
X = U}, X, Sipara aldin espacidY” existen funciones continugs : X; — Y tales
que coinciden en sus interseccioneg|X; N X; = f;|X; N X, para cadas, j) entonces
existe unainica funcén continuaf : X — Y con f|X; = f; para todoi.

Demostracbdn:

Es claro quef definida porf(x) = f;(x) siz € X; es unalnica funcén bien definida
f: X — Y con restriccione¥|X; = f; paratodai. Asi que $lo falta probar que es
continua.

SeaC un subconjunto cerrado éf) entonces

f7HO) = XnfHO)
— (U Xz-) NnfC)
i=1

(X; N f7HO)

I
s

@
Il
—

(XN f7H(0))

I

@
I
—

I
(@
=
i
8

s
Il
—

Luego, como cadd; es continua, se tiene qlfg‘l(C) es cerrado elX;; adenas, comaX;
es cerrado elX, se sigue qug‘;l(C) es cerrado eX. Por lo tantof ~1(C) es cerrado en
X, siendo la urdn finita de los conjuntos cerrad¢§1(C) se concluye quég es continua.

Definicion 1.5. Seanf, g : I — X dos trayectorias tales qug(1) = ¢(0).
El producto de trayectorias denotado pgr« g es la trayectoria definida de la siguiente
manera:

fety  o<t<i
(f*g)(t):{ g(2t — 1) %gtgf.

Notemos que efectivamente la fuagif x g est bien definida e y es continua por el lema
de pegado, basta tomar los subconjuntos cerr&@os: [0, %] y X1 = [%, 1] para verificar
quefy g satisfacen las condiciones del lema de pegado.

Sin embargo, la multiplicadin de lazos no es asociativa, es dggirk g) x h # f x (g * h).



10 El grupo fundamental

Definicion 1.6. SeaX espacio topdigicoyf : [0,1] — X, una trayectoria enX. Defi-
namos la trayectoria inversa dg por f~1(t) = f(1 —t).

1
/\ X
0 1 .

Definicion 1.7. Seazy € X fijo, definimos la trayectoria constante : I — X por
zo(t) = zo para todot € [0, 1].

Zo X
g 1 ’
0

Definicion 1.8. Seazy € X. Decimos que una trayectorifi: I — X es un lazo basado
enxg Si f(O) = f(l) = Zg.

Observemos que el producfox g esh bien definido para todo par de lazos con punto base
enaldinz € X.

/f\ X
— c»
0 1

Introducimos una relaén de equivalencia en el conjunto de lazos basadag en
Definicion 1.9. Seanf,g : I — X lazos basados en,. Decimos quef y g esén rela-
cionados siy8lo si f ~ g rel {0,1}.

Se dice que dos lazgsy g en X son quivalentes sf y g son homaobpicos relativamente al
{0,1}. Larelacbn en la definiddn 1.9 cumple con las propiedad de ser reflexiva, transitiva
y simétrica.

Definicion 1.10. Sea[f] la clase de equivalencia del laz Definimos ahora un producto
de clases de equivalencia de lazos por

[f1lg] = [f * gl.



1.3 El grupo fundamental 11

Observemos que la relé@i de equivalencia y el producto que hemos definido son compa-
tibles en el siguiente sentido: & ~ f1 Y go ~ g1, entoncesfy * go ~ f1 * g1.

Veamos que la homot@pbuscada es:

<
Hizi) _{ g -11) <

para todar, ¢t € [0, 1]

Asi, es posible multiplicar clases de equivalencia de lazog: 5 son trayectorias tales
que f(1) = ¢(0), entonces tenemos qué es continua por el lema de pegado, tne
sentido definir el producto de sus clag¢lg] = [f] = [g], es decir, la equivalencia de su
trayectorias es compatible con su producto.

1.3. El grupo fundamental

Lema 1.11. SeaX un espacio topdlgico yz, € X fijo. Veamos que estas propiedades
forman un grupo, esto es,

L. (1 (lg] = [n]) = ([£] % [g]) = [R]

1. Tenemos que ver qug* (g * h) es honbtopo a(f * g) = h para ello basta definir la
siguiente homotadp;

4. t+1

f (tfl) St =
Fz,t) = 9(4174—757—2 1) %2 <z < H2
M¥75) F<z<Ll



12 El grupo fundamental

y comprobar que,
F(z,0)=f*(gxh)yF(z,1) = (f*g) xh

2. Considerando

Se tiene qug (tbmese @& = 0) y f x xg (tbmese & = 1) son homotopos. Un razonamiento
simétrico cambiando en la formula anteriopor1 —z y a f por f~! esto prueba quey * f
tambien lo son.

3. Definiendo,

f(2xt) 0

<z<3:
F(a:,t):{ f2t(l—=z) i<z 12.

VARV

Se tiene qué (z,0) = zo y F(z,1) = (f * f~!) donde[f] * [f~!] = [z0]. Cambianda:
por1 — z se tiene quéf 1] x [f] = [zo]. Ver la demostraéin en [4] pag. 44.

Definicion 1.12. El grupo del lema 1.11 se llama el grupo fundamentalX&on punto
basex, y se denota pofri (X, o).

1.4. Funtorialidad

Intuitivamente est claro que el grupo fundamental es un invariante togiob del espacio

X, pues espacios homeomorfos teamdgrupos isomorfos y la compogai de funciones es
preservada. Una forma de probar este hecho es introduciendo el concepto de “homomorfis-
mo inducido” por una aplicadn continua, teniendo en mente la siguiente figura.
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1.4.1. Homomorfismo inducido

Sip : (X,z9) — (Y,px0) €s una fundn continua entonces tenemos una apli@aci
s (X, 29) — m (Y, p(x0)) definido porp.[f] = [¢ o f].
Veamos quep, esta bien definida.

Seafy ~ f1 rel {0,1} entonces existé&' : I x I — Y continua tal que

F(z,0) = fo(z)
F(z,1) = fi(z)
paratodar € X
F(0,t) =z
F(,t) ==

paratoda € 1
DefiniendoG : I x I — Y como

G(z,t) = po F(z,1)
entonces,
G(IL’,O) =@o F(l’,()) = QO(f()(l'))
G(z,1) = po F(x,1) = o(fi(x))
G(Ovt) =$o F(Oat) = 90(1'0)
G(1,t) = po F(1,t) = ¢(x1)
Por lo tantoy o fo ~ ¢ o f; rel {0,1} y se sigue que est bien definida.
Probaremos enseguida gpees un homomorfismo de grupos,g€([f][g]) = w«([f])e«(9])-
Seaf y g lazos enX con punto base y recordemos que

1
o ={ 42 P25 @.1)

Sabemos que. ([f * g]) = [o(f * g)]

Asi, tenemos que:

e« ([fllg) = @«([f xg]) = [p(f*9)]

[pf * pg] por (1.1)
= [¢f] lpg]

e« ([ e« (lg])-

por lo tanto ¢. ([f][g]) = (#«[f1) (w«[g])-
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Lema 1.13.Si¢ : (Y, ¢(x0)) — (Z,vp(x)) es tamben una aplicadn continua, en-
tonces tenemos las siguientes propiedades:

1. (7[)90)* = YsPs.

2. id, = id dondeid : (X, zy) — (X, zo) es la aplicadn identidad.

Para demostrar la primera propiedad ggae m (X, z¢), entonces

(We)alh] = [(¥p)h]

Siid : X — X eslaidentidad yg| € (X, z¢) entoncesd,([g]) = [id o g] = [g] de
sigue qued, es el homomorfismo identidad en (X, z).

Este homomorfismo inducido $eextraordinariamente importante en el estudio del grupo
fundamental. Usando lgsropiedades de funtorialidad (anteriores) probaremos el si-
guiente teorema.

Teorema 1.14.Si¢ : X — Y es un homeomorfismo tal qy&zy) = yo, entonces
st (X, 29) — m1(Y, yo) €s un isomorfismo de grupos.

Demostracbn:

Dado quep : X — Y es homeomorfismo entonces existe (Y, yo) — (X, zo) conti-

nua tal quep o v = idgy,yy) Y ¥ o ¢ = id(x 40) €ntoncegp o ). = idx Y (P 0 ). = id.
esto implica quev, o ¥, = id, Y 1. 0 v, = id, por las propiedades 1y 2.

Por lo tantap, es isomorfismo de grupos.

1.4.2. Ejemplos

1. Sihayunicamente una clase de homdtpgde trayectorias que conectan al punto base
xo con el mismo, es decir, de trayectorias cerraggsntoncesr ({zo}, zo) = 1

2. ParaS!, intuitivamente podemos ver que(S*, z¢) ~ Z, donde a cada clase de lazos
enSh esh caracterizada por elimero de vueltas que le da la circunferenci@sha
delante mostraremos formalmente quéS', z¢) ~ Z una vez que estudiemos los
espacios cubrientes.
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Mas adelante estudiaremos la taate espacios cubrintes par&a @acular el grupo funda-
mental de la circunferencia, y para eso recordaremos algunos conceptos que uséemos m
adelante, como conexo, conexo por trayectorias y simplemente conexo.

Definicion 1.15. Decimos que el espaci® es conexo si, para todos los conjuntos abiertos
UyVenXtalesqueX C UUV,setiend NV # @.

Definicion 1.16. Decimos que un espacio topgico X es conexo por trayectorias si para
cadax,y € X existe una trayectoria de a y.

Definicion 1.17. Un espacio topdlgico X se dice que es simplemente conexo si es conexo
por trayectorias yr (X, z) = {1} paraalgnz € X.

Observacbn 1.18. S™ es simplemente conexo para tada: 2

Aunque ya hallamos definido el grupo fundamental, hasta el momento no es suficiente cal-
cular el grupo fundamental de la circunferencia, ya que para que eso sea posible es impor-
tante, hablar de espacios cubrientes, levantamiento de trayectorias, homotopias y tranforma-
ciones cubrientes. De esta manera ver como el grupo fundamental y los espacios cubrientes
estan muy relacionados, y como no resulta ser trivial calcular el grupo fundamental de la
circunferencia, que es nuestro principal objetivo.
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Capitulo 2
Espacios cubrientes

Pasaremos a estudiar uno de los concep@ssimportantes de la topoli@galgebraica, como

lo es el espacio cubriente, en esteitdp introducimos este concepto @mo el teorema

de levantamiento de trayectorias y levantamiento de horfmtdp esta manera definimos

la accbn del grupo fundamental del espagdiosobre la fibra de un cubrienfé y decimos
cundo dicha acéin actia transitivamente, tamém hablaremos del espacio cubriente regu-
lar donde en el tercer caplo estos resultados se veran mas estrechamente relacionados
con el grupo de tranformaciones cubrientes parac@sular el grupo fundamental de la
ciercunferencia.

Definicion 2.1. SeanX, X espacios topdigicos y sea : X —» X continua. Un conjunto
abiertoU en X es& parejamente cubierto parsip~1(U) es una urbn ajena de conjuntos
abiertosS; C X, llamadas hojas, cop|s, : S; — U un homeomorfismo para cada

Ejemplo 2.2: Consideremos la aplicam exponencial complejarp : R — S* dada por
exp(t) = e*™. Entonces el conjunto abiertd = S' — {—1} esh parejamente cubierto por
exp; en efecto, de la formula de Euler

exp(t) = 2™ = cos 27t + isen2mt.

Seat € exp~(U) o bienexp(t) # —1. Al ser laexp periodica con perioddr, exp # —1
Siy Dlo si—7m+27mn < 2wt < 7+ 27n, paraaldinn € Z, 0 equivalentementeL,% +n<
t < 3-+nparaalgnn € Z.

Im

.
D

Por lo tanto



18 Espacios cubrientes

Asi, las hojas en este caso son intervalos abiertos. Notemos que

1 1 1 1
(n—§,n+§)ﬂ(n'—§,n'+§) =g
para todon # n’enteros y
. 1 1 .
exp\(niéﬂwé) :(n— §,n+ 5) — S —{1}=U

es un homeomorfismo para todce Z.

2.1. Ladefinicion de espacio cubriente

Recordemos que un espacio tdmito es conexo por trayectorias si todo par de puntos se
pueden unir por una trayectoria.

Definicion 2.2. SeaX un espacio topdigico, entonces un par ordenad , p) es un es-
pacio cubriente deX si:

1. X es un espacio topogico conexo por trayectorias.
2.p: X — X es una fundn continua.

3. Cadax € X tiene una vecindad abierta que @giarejamente cubierta pgr.

La funcion p se llama proyecoéin cubriente, y un conjunto abierto que es parejamente cu-
bierto porp se llamap-admisible, o simplemente, admisible.

Es claro que el conjunto de abiertos admisibles{eforman una cubierta abierta paka
Graficamente, podemos tener en mente la siguiente figura.

2.1.1. Ejemplos

La funcibn exponencial compleja en el ejemplo 2.2 junto Bodefine un espacio cubriente
deSt.
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1. Definamo® : R — S* porp(t) = (sen(27t), cos(27t)) para todat € R entonces

(R, p) es un espacio cubriente de la circunferencia unitéitiaPuesk es conexop
es continua y de hecho todo arco abierto de longudo bien, 1) del circuloS*
puede servir como vecindad parejamente cubierta.

Y

s
o 0 2 \ J

. Otro ejemplo similar al anterior es utilizando coordenadas polaré$ en el plano

R2. Entonces la circunferencia unidadadefinida por la condibnr = 1. Para cada
enteron # 0, definimos una funénp, : S' — S! por la ecuadn:

pn(1,0) = (1,n0).

La funcion p,, enrrolla la circunferencia veces sobre si misma, observemos que si
n # 0, el par(St, p,) es un espacio cubriente §é. De nuevo el arco propio dg!
es una vecindad parejamente cubierta.

. Si X es un espacio conexo por trayectoriagle X — X la identidad entonces

(X, id) es un ejemplo trivial de espacio cubriente Xie Analogamente, sf es un
homeomorfismo d& sobreX, entoncegY, f) es un espacio cubriente dé&

. Si (f(,p)Nes un espacio cubriente déy (Y, q) es un espacio cubriente dg en-

tonces(X x Y,p x ¢g) es un espacio cubriente dé x Ydonde la fund@np x ¢

esh definida pofp x ¢)(z,y) = (p(x), ¢(x)). Ademss, siU es una vecindad pareja-
mente cubierta del puntoe X y V es una vecindad parejamente cubierta del punto
y € Y, entonced/ x V es una vecindad parejamente cubiertde) € X x Y.

Recordemos que una fudci continuaf : Y — X es un homeomorfismo local si cada
y € Y tiene una vecindad abiertay con f|y, : V. — f(V)) homeomorfismo.

Notemos que en particular una proydéxticubriente es un ejemplo de homeomorfismo
local.

Lema 2.3. Sea(X,p) un espacio cubriente d&. Entonces la aplicaéin continuap es
abierta y sobreyectiva, esto es, una identifibaciAdenas, X es conexo por trayectorias.

Demostracbn:

Veamos primero qug es sobreyectiva
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Sear € X. Entonces exist&/, admisible, esto es; € U, entonces p'(U) = J,c; Si
donde{S;}icr es el conjunto de hojas.

Luego
p(p ' (U) =p <U S¢> =Unsn=Jv=u.
i€l i€l il

Por lo tantar € U, = p(p~*(U)), es decirx € Im p.
Veremos que es una fundn abierta.

SeaV C X abierto. Para mostrar quéV’) es abierto, probaremos que para cadap(V)
existe una vecindad abierta decompletamente contenida @l). De hecho, el abierto
sei@a de la forma(S;, N'V') para alguna hoj&;, en X.

Seaz € p(V). Notemos que—!(z)NV # @. Pues dado que € p(V) entonces: = p(&)
paraal@nz € V, entonces € p~'(x)y € V entonces € p~(z)N V.

Consideremos ahotac p~!(z) NV y V una vecindad admisible que contiene.a

Dado quer € U

zep ) CSp ) =S

icl

donde{S;}ics es la colecdn de hojas. As z € S;, para al@ini, € I. Entonces como
z €V, S;, NV es un abierto el;, que contiene a.
Por lo tanto que|s,, : Si, — U es un homeomorfismo entonggs;, NV') es un abierto
enU que contiene a. (ya quez € p~!(z)). Dado quel es abierto ek entonce(.S;, N
V') es abierto elX que contiene a. Ademas, com(S;,NV) C p(V') entonce®(S;,NV)
es el abierto que buscabamos. Concluimosgeg abierto.

Finalmente la iragen continua de un espacio conexo por trayectorias es conexo por trayec-
torias, de modo que al séf el espacio cubriente, y en particular conexo por trayectorias se
sigue que tamiéin X lo es.

Nota: La proyecodbn cubrientep : X — X en general no es cerrada. Para probarlo,
consideremos nuevamente la proyéoctubriente del ejemplo 2.2. El conjunto discreto
A = {n+ L|n > 3} es un subconjunto cerrado Be

1
R\A = U(n—kﬁ,n—kl—i—

1 1 .
1) U (—o0,3 + §) es un abierto d&.
n>3

n

Sin embargo, la imagen débajo laezp no es cerrada efi' pues:
si B = exp(A), entonces

B={ye S |y=emt) paraaldinn € Zyn > 3}.
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Dado que

. 1
627rz(n+ )

Il
o
)

s

tenemos qué = {y € S |y = e paraal@inn € Zyn > 3}.
Por otro lado, recordemos quiees cerrado si y@do si B © B*, dondeB?® es el conjunto

de puntos de acumulaei deB. Veremos a continua@n que para este caso no se cumple
queB D B“*.

Por definicon
B*={z e S'| (U~ {z})N B # o paratoda vecindad abieadez }

entonced € B° pues Sin embargb ¢ B
Por lo tantoB no contiene a todos sus puntos de acum@tade modo qué3 = exp(A)
no es cerrado.

S T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Proposicion 2.4. Si (X,p) es un espacio cubriente de y sizy € X, entonces la fibra
p~(zo) €S UN subconjunto discreto dé, esto esp~!(xo) tiene la topologa discreta como
subespacio d& .

Probaremos que todo subconjuntopdé (z) es abierto.

Seal/ una vecindad parejamente cubiertargey & € p~*(zg). Entonces,

gep @) Cpt(U)=Si
i€l

donde{S;}ics es la colecén de hojas. Entonces € S;, para alginio € I, por lo que
T € p~(xo) N Sy
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Afirmamos que de hechp !(zo) N S;, = {Z}. Para probar que—!(zo) N S;, C {},
supongamos que existé € p~l(xg) N S,, coni’ # F. Entoncesi,¥ € p!(zo)
ad tenemos que(z) = p(Z') pero ,7' € S;, y & # ', entoncepls, : Si, — U
no es uno a uno, lo que contradice el hecho dexyie sea un homeomorfismo.

Por lo tanto
p~H(zo) N Sy, = {2}

Asi todo punto ep~!(z() es abierto y por lo tanto todo subconjuntopde (o) es tamben
abierto erp~!(z). Por tantop—!(z) tiene la topologa discreta como subespacio He

Lema 2.5. Sea(X p) un espacio cubriente d&, seaY un espacio conexo y se@ :
(Y,y0) — (X, zo) continua. Entonces, dad@, en la fibra dex, si existe una funon
continuaf : (Y, y0) — (X, @) tal quepf = f, esto es, el siguiente diagrama conmuta

(X, o) (2.1)

entonces eslnica.

Demostracbn:

Demostraremos la unicidad gieesto es, sf existe entonces dsnica.

Seaf’ : (Y, y0) — (X, o) que satisface quef’ = f. Probaremos qué¢ = f'.
Sean

a={yeviip) =rw}
B={yeYIfw)# f )}

entonces tenemos qife= AU B, AN B = @y si f existe, entonced # &, puesy, € A
porquef(yo) = Zoy ['(yo) = Zo. Si probamos quel y B son abiertos, entonces la cone-
xidad deY forza@ a queB = @, y entonces = f'.

Probaremos primero qué es bierto.

Seaa € Ay SeaU una vecindad parejamente cubiertafie). Dado que por hiptesis

f(a) = pf(a) = pf'(a) entonces
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fla) = f'(a) € p~*(f(a)) Cp 1 (U) = U;e; Si de modo que

f(a) = f'(a) € S paraalguna hoja S sobté

Afirmamos queV = f~1(S) N f'~(S) es una vecindad abierta denY . En efecto,

ac f(fl@)nf (f(a) S FUS)NFHS) =W,

adenas W es abierto ert’ puesS es abierto enX y f, ' son continuas. Finalmente, se
tiene queW C A, pues siw € W = f~1(S) N f/~1(S). Entoncesw € f~1(S)y

w e f~1(S) ad tenemos qué(w) € Sy f'(w) € S, pero como por hiptesispf(w) =
f(w) = pf'(w)ypls : S — U es homeomorfismo, se sigue gfigr) = f(w)

Por lo tantow € A y concluimos quéV C A.

Hemos probado que para toda A arbitrario existd? abierto ent” tal quea €¢ W C A.
Por lo tantoA es abierto.

Probaremos ahora quges abierto.

Seab € By seal una vecindad parejamente cubierta f{¢). Tenemos quef(b) =
pf(b) = pf'(b), entoncesf (b), f'(b) € p~((b)) € p~*(V) lo que implica quef (b), f'(b) €
(V).

Sif(b)y f'(b) esén en la misma hoja” sobreV, entonces por sef|s» : S” — V un
homeomorfismopf(b) = f(b) = pf’(b) implica quef(b) = f'(b).

Pero esto contradice el hecho de ¢ue B. Por tantof (b) € Sy f/(b) € S’ dondeS'y S’
son distintas hojas.

Afirmamos queW’ = f~1(S) N f'~1(S’) es una vecindad abierta deEn efecto, tene-
mos queb € f1(f(b)) N 71 (f' (b)) € FH(S) N f~1(S) = W. Ademas S y S’ son
abierto yf, f’ continuas, esto implica qu& es abierto. Ahora mostraremos diiié C B.
Paraésto, consideremas’ € W’ = f~1(S) N f/~1(S’). Entoncesy’ € f~1(S)y w' €
F/~1(S") implican quef(w') € Sy f'(w') € S'.

Asi, dado queS N S’ = @ entoncesf(w') # f'(w'). Por tanto tenemos que’ € B.
Por lo tantow’ C B. Dado unb € B arbitrario hemos probado que existe un abié¥toen
Y tal queb € W’ C B. Por lo tanto B es abierto.
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2.2. Teorema de levantamiento de trayectorias

El teorema de levantamiento de trayectorias es uno de los mas imporatantes en este trabajo,
ya que para llegar a nuestro objetivo es de mucha utilidad.

Teorema 2.6. (Teorema de levantamiento de trayectorias).
Sea(X, p) un espacio cubriente d& y seaf : (I,0) — (X, zo) una trayectoria. Sicg
est en la fibra dez(, entonces existe unanica trayectoriaf : (I,0) — (X, ) con

pf = f.

(X, %) (2.2)

Demostracbdn:

La unicidad def se sigue del lema 2.5 (basta tonf&t yo) = (I, 0) puesl es conexo.)
Probaremos la existencia ge

Supongamos qui, b] C I es tal quef([a,b]) € U conU una vecindad admisible de
r = a).

Si ife( ;—1(95) entoncest esé en unalnica hoja sobré/, digamosS. Dado quep|s :

S — U es un homeomorfismo existp|s)~! : U — S. Definamos la aplicadn j :
([av b]va) — (X7i‘) comog = (p‘S)_l ° (f|[a,b])'

Notemos queg = f|4, Pues sik € [a, b] entoncepg(k) = p o (pls)~to f(k) = f(k).
Por lo tantopg = f|(4,4-
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Para cada € I, seal; una vecindad admisible d&t).

Ahora{f~1(U;)}+e; €s una cubierta abierta para el espacéirioo compactd, entonces
tiene un imero de Lebesgué Esto significa que st* C I con dametro menor qué,
entoncey” C f~1(U,) paraal@nt € I; esto esf(Y) C U;.

Entonces podemos particionacon puntog; = 0, to, ..., t,, = 1 dondet;1 1 — t; < J para
todoi=1,...,m — 1.

Por nuestra observdi inicial, existe una funén continua
g1 :[0,t2] — X conpgr = fljo4,] Y §1(0) = o,
de la misma manera para cada 1, .., m — 2 existe una fundn continua

G2« [ta,t3] — X €ONpga = fliiie) ¥ G2(t2) = Gi(t2) ¥
Gttt [tig1, tiva] — X CONDGis1 = fliyta) Y Git1(tivs) = Gi(tiva).
Entonces definimog : 7 — X por f(t) = §i(t) sit € [t;,ti1]. Aplicando nuevaente el
lema de pegado, se sigue gfies continua pues = U?:ll [ti, ti+1] €S una urdn finita de

subconjuntos cerradosiasdag : [t;,t;+1] — X es continua, adeas de que coinciden
en las intersecciones de los intervalos.

Por lo tanto una trayectoria eXi

2.3. Teorema de levantamiento de homotdp

Teorema 2.7. (Teorema de levantamiento de homaés) .
Sean(X,p) un espacio cubriente d&, y Y cualquier espacio topogico. Seanf y f
continuas dcque hacen al siguiente diagrama conmutativo:

(Y, %0) (X, @o) (2.3)

j lp

(Y X Ia (yOaO)) ? (X7l'0)

dondej(y) = (y,0), y € Y. Entonces existe una furdti continual” : ¥ x I — X
que hace conmutar los dosarigulos en el diagrama siguiente aslain, siY” es conexo
entonced” eslnica.
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(Y, %0) (X, %) (2.4)
J _ f/ -7 J{p

(Y X Iv (yﬂa 0)) T> (X7 ‘TO)
Demostracbn:

Probaremos primero que Eies conexo entoncds es(inica. Supongamos que exigteal
que hace conmutar al diagrama (2.4) Corhes conexo entonceés x I es conexo agor
ellema2.5F:Y x I — X es lalnica tal que el triangulo inferior de 2.4

(X, 2o) (2.5)

(Y x I, (30,0)) —= (X, 70)
es conmutativo.

Por lo tantoF es(nica tal que el diagrama

(Y, o) (X, %) (2.6)
J B f/ -7 J{p
(Y X I’ (yOa 0)) F*> (X7 3:0)

conmuta.
Probaremos ahora que es suficiente trabajar localmente, proQand@ existe si cada
y € Y tiene una vecindad abierid, tal que hay una funcion continug que hace conmutar
el diagrama siguiente.

Ny——% (2.7)

Donde las funciones horizontales son las restriccionesydé’ respectivamente.
Dado que{ N, x I'},cy €s una cubierta abierta dex I, basta probar que |a§, coinciden
en sus intersecciones por el lema de pegado.

Supongamos qug € N, N N, entonces,

Fy(y,0) = fy) = F.(y/,0).
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Ademas para todo € I se tiene

pE,(y,t) = F(y',t) = pF.(y', 1)

entonces?, y F, son levantamientos d|,r que coinciden efiy’, 0).

(X, f
F~y7F~z//7 l

W) (2.8)

—
—
—

({y'} > 1,0) == (X, F(y/, 0) = f(y))

{y'}x1

Dado que{y'} x I es conexo entonces, por el lema 2.5 tenemos que

Fylgyyxr = Felgyyr-

Comoy’ es un elemento arbitrario dé, N N, entonces, y F, coinciden en

(N, NN,) x I = (N, x I)N(N, x I).

Ahora construiremos las vecindad®§ y las funciones continuaéy. Seayy € Y fijo.
Para cada € I, seal/; una vecindad admisible d€(yo,t) en X; dado queF’ es continua,
existen vecindades abierta e I; deyy y t respectivamente caR(M; x I;) C Uy.

P

Do F (@

L

Dado quel es compacto Y{I; }:c; es una cubierta abierta deentonceq I; },c; tiene una
subcubierta finita; denémosla pod;,, ..., I;, . Definimos

Ny, = My, 0 My, 0.0 M.

EntoncesN,, es una vecindad abierta gg. Tambgn la cubierta abierté , ..., I;, tiene
un nimero de Lebesgug, esto es, sD < 6 < Ay A C I tiene dametro menor que
0 entoncesA C I, para algun = 1, ..., n. Entonces partimos de la siguiente manera.

O=toy<t; <..<t,=1talquet; —t;_; < é paratoda =1, ..., m.

entoncest;_1,t;| C I, paraalgink =1,...,nyparacadd=1,...,m.
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Asi Ny, x [ti—1,t] C Mtk x Iy, para al@nk = 1,..,ny para cada = 1,..,m
entonces’(Ny, x [ti—1,t;]) C F(Mtk x I,) C U; dondeU; es una vecindad admisi-
ble deX que depende de=1, ..., m.

Es suficiente ahora construir funciones continGas: N, x [t;—1,t;] — X parai =
1,...,m tales que para cadac Y fijo:

() pGi = F|n,x[t;_, ;) PAracadd = 1,..,m
(i) G1(y',0) = f(y') paratoday’ € N,
(i) Gi—1(y',ti-1) = Gi(y/, ti—1) paratoda/ € N, y paratoda = 2,...,m
pues tales funciones pueden pegarse y dan como resultado
Fy:NyxI—X

con las propiedades requeridas (Se pueden pegar por (jii) y pdkgueét; 1, t;] es cerrado
enNy x I).

Y €N, |/|- | Ny x I

Para definirGy : N, x [0,t;] — X sealU una vecindad admisible abierta céiiV, x
[0,¢1]) C U. Sea{Sx}reca €l conjunto de hojas d& sobreU.

Afirmamos que{f~1(Sx)}rea €S una cubierta de conjuntos ajenos\e
En efectoF(Ny [0,#1]) C U entoncespf(N, y) = F(Ny }) C U esto implica que

X x {0}) C
“Hpf(Ny) € p7H(U) = U)\eA S entoncesf (N y) € p7H(PF(Ny)) S Unea S por
tamo N, € FHEINY)) € F7HUnea S3) = Unea F7HSN)
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Por lo tantoN, € =1 (Uyca Sa) = Usen F1(SH)

DefinimosGy : N, x [0,#;] — X en el abiertof ~1(Sy) x [0,#1] € N, x [0,#] por la
composicion

F (plsy) ™!

FH(Sh) x [0, 4] U Sy
Dicho de otra forma (v, 1) = (pls, )~ 1F(y t)ysiy' € f~1(Sy), t € [0,t1].
G esh bien definida pueg~1(S,) N f~1(Sy) = @ para todoX # X'y es continua pues

es la restricén de una fundn continua.

Ademas,G; satisface (i):

Seay’ € Ny,t € [0,t1] entoncey/ € F71(S,) para algin A\ € A entonce®pG1(y/,t1) =
p(pls,) T F (Y t) = (plsy) (plsy) T F (Y t) = F(y',t)

por lo tantoG; satisface (i).

G satisface (ii):

Seay’ € N, entonceg/ € f~'(Sy) paraalg@n X € A. entoncesf(y') € Sy
esto implica que

Gi(y,0) = (pls,)"F(¥,0)
= (pls,) 'pf(y )
= (pls) ' (0ls) ()
= f)

por lo tantoGG; satisface (ii).
Construiremosss : N, x [t1,ts] — X :

Seal’ tal queF (N, x [t1,t2]) C U’y seaG} : N, — X definida por
G1(y') = G1(y',t1) paratoday’ € Ny,

Sea{ Sy }vea €l conjunto de hojas d& sobrel’.
Afirmamos que[Gl‘l(SX)}XEA/ es una cubierta de abiertos ajenos\ge

Tenemos qué’' (N, x [t1,t2]) C U’ entonced(y',t1) C U’ paratoda/ € N, esto implica que
prF(Y,t1) C pt({U') = Uyep Sy para todOy’ € N, entoncesp™!(pG1(y',t1)) C
Uwear Sy portanto G4 (y') = Gi(y',t1) € p'p(Gi(¥/, 1)) C UA,%A/ Sy paratodo

y' € Ny esto es,G|(Ny) C Uyep Sy lo cual tenemos queV, C G (Uyen Sv) =
Unea G (Sx)
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Por lo tanto{ G’ *(Sx) }xvear €S una cubierta de abiertos ajenos\je

DefinimosGy : Ny, x [t1,t2] — X en el abiertad }(Sy/) x [t1,t2] € N, x [t1,t2] por
la composiabn;

/ (pls,,) "
Gl_l(s/\/) X [tl,tg] al U’ 75

Sy
Dicho de otra forma,

GQ(ylvt) = (p’SA/)ilF(ylat)
Si y’ € G/fl(S)\/),t S [tl,tg].

Veremos ahora qué’, satisface (i):
Seay’' € N, t € [t1,12] entonces/ € G 1(Sy) paraalgn ) € A’

pG?(y/’t) = p(p’SA)_lF(ylﬂt)
(p|SA/)(p|SA/)_1F(y/’t)
= F(ylvt)

Por lo tantoG, satisface (i).
G, satisface (iii):

Seay’ € N,. Entoncesy’ € G *(Sy) paraalguna’ € A’ implica que G (y') € Sy
por tanto G4 (', t1) € Sy
Entonces,

Ga(y t1) = (pls,) 'F(y, 1)
= (pls,) 'pG1(y, t1)
= (pls,) (pls, )G1(¥/, t1)
= Gi(y,t1)

Por lo tantoGG, satisface (iii).

Continuamos dsasta definir todos lo§;.

Observacbn 2.8. Bajo las condiciones del teorema 2.7 tenemos” — X porg(y) =
F(y,1)yg(y) : Y — X porg(y) = F(y,1). Entoncegpg = gy f ~ g mediante F-Por
tanto, sif ~ g entonces sus respectivos levantamierftgs; son homdipicos tamkén.
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Corolario 2.9. (Levantamiento de trayectorias relativas).
Sea(X, p) un espacio cubriente de Xy seag x; puntos enX. Sean
f,g: 1 — X trayectorias enX dexq az; y seary € p~ (o).

(i) SiF:IxI— X esunahomotdprelativaF : f ~ grel {0, 1} entonces existe una
(nica funcen continuaF : I x I —s X conpF = F'y F(0,0) = 2, y adenas:

(i) Si f y g son levantamientos dey g respectivamente, cof{(0) = z, = §(0), entonces

f(1)=g()yF: f~grel{0,1}.

Demostracbn

(i) Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) existéinita f continua tal que

) (X, 40)
S
- p
(I,O)% (I xI,(0,0)) —— (X, z0)
conmuta.
Entonces por el teorema 2.7 exigtdal que
(Xv fO)

conmuta.

Por el lema 2.5F es(nica, esto e esinica tal quepF = F con F(0,0) = .
(i) Definimos Fy : I — X por Fy(t) = F(t,0) entoncespFy(t) = pF(t,0) =
F(t,0) = f(t).

Por tantopFy = f y F( ) = F(0,0) = . Por el teorema 2.6 (levantamiento de trayec-
torias) tenemos qué, = f, esto esF(t,0) = f( ) para todot € I. Ahora,F|{0}XI es

una trayectoria eX tal quepF|(oyxr = Flioy x I = 0 Y Fli03x1(0) = F(0,0) = .
Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemﬁé{(ﬁuﬂ)& = Ty para
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todot € I.

fO e
- lp
-

(1,0) - = (X, )

SlmllarmenteF|{1}X[ es la trayectoria constante ¢fil) pues tenemos que
PFlpyxr = Fliycr = 21Y Fly«r(0) = F(1,0) = Fo(1) = £(1)

(1,0) 5> (X, 21)

y por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemo#'que) = f(1) para todo
tel.

Finalmente, sed; : I — X definida porF (t) = F(t,1). EntoncegF| (t) = pF(t,1) =
F(t,1) = g(t) paratoda € I.

Por tantopFy = gy F1(0) = F(0,1) = @ (puesF| gy €S constante).
Entonces por el teorema 2.6 (levantamiento de trayectorias) tenemé3 ue,

esto es,

F(t,1) = §(t) paratoda € I.
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Por tantoj(1) = Fy(1) = F(1,1) = f(1)y F : f ~ grel{0,1}.

Al enunciado (ii) a veces se le llama Teorema de monoghom

Recordemos que el grupo fundamentales un funtor, de espacios topgicos punteados
a grupos. En particular s : (X', z,) — (X, z¢) es continua, entonces existe un homo-
morfismo, llamado homomorfismo unducide, : m; (X', z() — 71 (X, o) definido por

[F] — lef].

Teorema 2.10.Sea( X, p) un espacio cubriente d&. Siz, € p|~! (o) entonces

Dx - 7'(-1()(7170) — 7T1(X,£L’0)

es monomorfismo.

Demostracbn:

Probaremos qug, tiene kernel trivial.
Seaf : (I,{0,1}) — (X, ) una lazo enX basado en, tal que

p:lf] = [pf] = 1 = [xo]

enm (X, zo). Entonces por la definioh de reladdn de equivalencia, existe una homdtop
relativa

F:pf ~uzgrel {0,1}.

Notemos que’ y #, son levantamientos def y zo respectivamente tales qQUié0) = 7 =
Zy(0). Entonces por el corolario 2.9 existe un levantamidntde F'

F: f~agrel {0,1}.

Por tanto[f] = [Zo] = 1, se sigue que. es un monomorfismo.
[ |

En el caso particular del espacio cubrie(fe exp) de S*, el corolario 2.9 permite definir
la funcibn grado

§:m(Sh1) — expi(1) =Z
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por [f] — f(1) dondef es el levantamiento dg¢ tal que f(0) = 0 € R. (Esto esg
esh bien definida pues $y] € w1 (S, 1) estal quey ~ f rel {0,1} y g es el levantamiento
deg tal queg(0) = 0 € R entonces por el corolario 2.9 (levantamiento de honiagjp

tenemos qug ~ g rel{0,1}. En particularf(l) = g(1). Por tanta es& bien definida.)

2.4. Laaccbn del grupo fundamental

Definicion 2.11. SeaG un grupo y se&” un conjunto. Entonce§ actla por la izquierda
enY si existe una funéin.
GxY —Y

denotada por
(9:9) — gy,
tal que

1.(9¢")-y=g9g-(¢ -y) paratodoy € Y y para todog, g’ € G
2.1-y=y

Agu 1 es laidentidad en G.
Llamamos & un G-conjunto si G adia en Y.

Definicion 2.12. Decimos qué7 actla transitivamente el si, para caday,y’ € Y existe
g € Gcong -y =1y Llamamos & un G-conjunto transitivo en este caso.

Observacbn 2.13. SeaG un grupo que acta en un conjuntd’. Para cadag € G la
funciond, : Y — Y definida porf, : y — ¢ - y s una permutadin deY” (su inverso
esf,-1). Notemos que si” es unG—espacio entonce; es un homeomorfismo para toda
g €G.

Definicion 2.14. SeaG un grupo que acta en un conjuntd’, y seay € Y. Entonces la
Orbita deY es

O(y)={g-ylge G} CY.
y el estabilizador de (tambén llamado el subgrupo de isotri@pdey) es
Gy={9€Glg-y=y} CG.
Lema 2.15. G actla transitivamente el siy 9lo siO(y) =Y paratodoy € Y.

Demostracbn:

Supongamos qué' acila transitivamente el y seay € Yentonces existg € G tal que
g-y =1y Entonceg/ € O(y) y por tantoY” C O(y)

Luego como clarament@(y) C Y se tiene qu& = O(Y)

Ahora, supongamos qu@(y) = Y para todoy € Y y seany,y’ € Yentoncey €
O(y') esto implica que = gy’ para alging € G.

Por lo tantoG actia transitivamente.
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Lema 2.16. Si un grupo G adta en un conjuntd” entonces para cadg € Y,

0(y)| =[G : Gy

donde|O(y)| es el orden de larbita deY y [G : G,] denota alindice deG, enG En
particular, siG actia transitivamente, entonce€s| = [G : G ].

Demostracbn:

Primero notemos qugy = h-y siy lo si (g~'h)-y = y ad que es necesario y suficiente
queg—'h € G, por lo tantogG,, = hG,,.

Seap : O(y) — G /G, definida porp(g - y) = gG,

e p esh bien definida.

Tenemos qug-y = h-y € O(y) entoncesgG, = hG, por la observaéin anterior.
Entoncesp(g - y) = (h - ).

e p es inyectiva.

Searny -y, h-y € O(y) tales quep(g - y) = ¢(h - y) entonceg G, = hG, implica
queg -y = h -y por la observaén anterior.

Por lo tantop es inyectiva

e © es sobreyectiva

La clase laterayG,, € G/G, procede del elementp- y € O(y).

Nota: Si existe una funéinG x Y — Y denotada pofg,y) — y - g tal que
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paratodoy € Yy g,9 € G, llamamos & un G-conjunto derecho si tal funn existe;
llamamos & un G-conjunto izquierdo cuando la definici original se cumple. Nos vemos
forzados a considerar ambos tipog@eonjuntos por nuestra eleéci de notadn. Cuando
fy g son trayectorias, entoncgs« g significa primero recorref y luegog; cuandof y g
son funciones entonces su compdsicf o g significa aplicarg y luego f. No hay proble-
ma con esto, pues uno puede convertidnonjunto derecho en u-conjunto definiendo:

g-y=y-g*

Notemos que la definioh se cumple:

g-(dy) = g-Ww-g™"
= (y-g"-g"
= y-(d g h
= y-(g9)7"
= (99) -y

Teorema 2.17.Sea(X, p) un espacio cubriente d&, 2o € X,y seaY = p~'(zo). En-
tonces;

(i) m1 (X, zo) actia transitivamente ef.

(i) Si zg € Y, entonces el estabilizador dg, 71 (X, z0)z,, €Sp« 71(X, Zo)-

(III) ’Y| == [7['1(X, (L'()) oy 7T1(X,ZL'~0)].

Demostracbn:

Probaremos primero qué = p~!(zg) es unr (X, z¢)- conjunto derecho.
Seanf] € m(X,x9),Z € Y = p~!(zo). Definamos

tpH(xo) x w1 (X, m0) — p'(z0) POrE - [f] = £(1)

dondef es ellnico levantamiento dg¢ con f(O) = Z. (por el teorema 2.6).

- est bien definida: .
Note quef(1) € p~'(zo) puespf(1) = f(1) = f(0) = zo.
Seag ~ frel{0,1}, (esto es[g] = [f]) entonces- [g] = g(1) dondeg es elUnico
levantamiento de tal queg(0) = Zy. Asi, por el corolario 2.9 (levantamiento de
homotopas) tenemos qug~ f rel{0,1}y G(1) = f(1). Por lo tantoz-[g] = Z-[f].
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- es acabn.

Seai € p~t(zo) y seaxg] € m1(X, zo) dondex, es la trayectoria constante
entonces - [zo] = Z puespz = zo conz(0) = z.

Por lo tanta - [z¢] = # paratodat € Y = p~!(zo).

Sean[f], [g] € m(X,xp)ysear € Y = p~1(xo).

Seaf el levantamiento de’ con f(O) = & y seag el levantamiento deg con
§(0) = f(1). Entoncesf * j es el levantamiento dgx g tal que(f * g)(0) = #; en
efecto, pues recuerde que:

i 2ty  0<t<i i pf(2t)
fxg(t) = entoncesp(f*g)(t) =
git—1) i<t<l pg(2t — 1)

o
IN
~
IN
N[ =

D=
IA
~
IN
—_

= = f*g(t).
Entonces
Z-[fllg) =2 [f*g] = f=3(1) = §(2(1) — 1) = §(1). Por otra parte, i
(-[f]) - lg] = f(1) - [g] = (1) puesg es el levantamiento detal queg(0) = f(1).

Porlo tantoz - [f][g] = (% - [f]) - [g] para todat € p~*(z0), Y [f],[g] € m1 (X, z0)

ad tenemos que es acabn.
Georretricamente tenemos lo siguiente:

(i) Demostraremos que, (X, xo) actia transitivamente epr ! (o).
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Seanzy,#; € p~'(xg). Dado queX es conexo por trayectorias (note que es la prime-
ra vez que usamos esta propledad)dede ser espacio cubriente) existe una trayectoria
A: I — X dedya (es decirA\(0) = @ y A(1) = @) entoncepX es una tra-
yectoria cerrada eX’ con punto basey cuyo Ievantamlento con punto iniciab es \.
Entoncesp)] € w1 (X, zo) y xo - [pA] = A(1) =

Por lo tantor; (X, z) aciia transitivamente epr*(zg).

(i) Probaremos que: )
(X, %0)z, = {[f] € m (X, 20) | Zo - [f] = Do} = psm1(X, Zo).

Si f es una trayectoria cerrada &hbasada et,, denotaremos pof el levantamiento de

feonf(0) = .

(C) Sea[f] € m1(X, z0)z,; €l estabilizador de,

entoncesiy = Zo - [f] = f(1). Perof(0) = Zo = f(1) por lo tanto[f] € 7 (X, )

implica que[f] = [pf] € p.m1 (X, Zo).
(D) Sea[f] € p.m1 (X, Zo) entoncesf] = [pg] para ald@in [§] € 71 (X, 7o)
implica quezy - [f] = o - [pg]

g(1) puesg es el levantamiento dej tal queg(0) = 2.
= o puesg(0) = g(1) = o.

Entonces f] € 71 (X, z)z,

(iii) Por (i), m1 (X, zo) actia transitivamente epr ! (zo) entonces por el lema 2.16 se tiene
que

’Y| = [7['1(X,3?0) . 7T1(X, xo)jo] = [7T1(X,.T0) :p*ﬂ'l(X,:fo)].

Donde latltima igualdad se cumple por (ii)

Recordemos que un espacio tdgito es simplemente conexo si es conexo por trayectorias
y su grupo fundamental es el grupo trivial.

Corolario 2.18. Sip : X — X es un cubriente dond€ es simplemente conexo, entonces
el nimero de hojas es igual al orden de(X, xg).
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Demostracbn:

Supongamoquué’ es simplemente conexo, esto quiere decir que, es conexo por trayecto-
rias y quer; (X, Z9) = {1} entonces por (iii) del teorema 2.17 tenemos que

P~ (@o)l = [m(X, o) : pu m (X, %0)]
[7T1(X,:L‘0) . 1]
= [m(X,z0)]

Teorema 2.19.Sea(X,p un espacio cubriente d¥, seaxg, x; € X.
Entoncesp—!(xo)| = [p~(x1)|.

Demostracbn: . .
Seatg € p~(zo) Y 71 € p~1(x1), sea) una trayectoria eX deio aZ; y sea\ = p) la
correspondiente trayectoria éhdexy ax;.

Afirmamos que el siguiente diagrama conmuta.

Wl(X,fg)?ﬂ'l(X,fl) (210)

dondeX.[f] = A1 FA] y Aulf] = AR

En efecto; seéf] € m (X, 2y). Entonces,

pMlf] = plATHFA
= pAAA
= [pA " fN)]
= [pAtxpfxpl
= 'pfA
= Aol fl.

(donde la cuarta igualdad se cumple pues recordemos que el prodycto'da) de tres
lazos esi dado como;
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Al4s) 0<s<1i pAl(4s) 0<s<
AN =< fas—1) L<s<l entoncesp(A\1fA) =< pfas—1) L1<s<
A2s-1) 1<s<i pA2s-1) L<s<

= pS\_l *pf*pj\.)

Por lo tanto, el diagrama conmuta.
Afirmacion: Tenemos una biyed@ni
¢ : m(X, 20)/pum (X, 50) — w1 (X, 21) /pami (X, #1)

definida por

[flpem1(X, @) = A*[f])psm (X, 41)

e p esh bien definida:

Es claro del hecho de que (p.m1 (X, %)) C p.m1(X, #1), veamoslo en detalle:

Sean(f] p.m1 (X, %), [glpm1 (X, 50) € m1 (X, z0)/psm1(X, %) tales que

[flpsm1 (X, Z0) = [g]psm1 (X, Z0)
entonces[f][g] ! € p.m1 (X, o).
Implica que[fg~'] = p.[h] = [ph] para al@n [h] € 71 (X, 7). Entonces
A:f97 = A[ph] = Mp«[h] = pui[h] con),[h] € 71 (X, #1) donde lalltima igualdad
se cumple porque el diagrama de la afirmaaionmuta. Por tanto
M[fg71] € pomi(X,41). PeroA[fg '] = Au[f](Au[g]) ! entonces
A1) ™ € pumi (X, 71) esto esA[flp,mi (X, 1) = Ae[glpemi (X, 21).
implica quep([f]p.m1 (X, %)) = @([glp.m (X, %))

Por lo tantop est bien definida.

® (p €S Uno a uno

Es consecuencia del hecho de que cualquier elenentor; (X, z¢) tal que
Aola € pori(X, 41) cumple quep. (A 'p; 1A [a]) = [a].

Por lo tantoa] € p.m1 (X, %);

Veamoslo en detalle:

ol Lo

D=
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([ flp«m1 (X, %0)) = o([g]psm1(X, T0)).

Entonces X.[f])p«m1 (X, 1) = (A[g])p.mi (X, 41) esto implica qué. [f]) (A[g]) ! €
pm1 (X, 71) entonceg i [f]) (Ae[g71]) € pemi (X, 71) por tantod.[fg 1] € pumr1 (X, #1)

usando estaltimo y el diagrama conmutativo probaremos la siguiente afiromaci
El elemento\; 'p; 1\ [fg7!] € m (X, 7)) es tal que

Ao A fg ) = (9.

En efecto, pues

PO T A [Fg )
= Alfg 'l

A o I fg )

donde la primera igualdad se cumple porgue el diagrama de la afinmemnmuta.
Dado que\, es isomorfismo, entonces(@; 'ps  \[f9']) = [f9~']

esto implica quéfg '] € p.m (X, ) entoncegf][g] " € p.m (X, o) por tanto
[flp«m1 (X, Z0) = [glpsmi (X, Zo).

Por lo tantop es inyectiva.
e p es sobre

Claro, pues sig|p.m1 (X, #1) € 71 (X, 1) /psm1(X, 41)
entonces
[)\g)‘il]p*ﬂ'l (X, -fO) € m (Xa xO)/p*ﬂ'l (X, f0)

es tal que

(AgA pemi(X,20)) = AAgA ™ Hpami (X, 21)
= I Npemi (X, 41)
= [glp.mi(X, 51).

Por lo tantop es una biyecéin; esto es,

[m1(X, 20) : perr1 (X, 20)] = [11(X, 1) : perr1 (X, 1))

Aplicando el teorema 2.17(iii) tenemos que

P~ (zo)| = [p~ ! (z1)]
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Hemos probado que todas las fibras en un espacio cubriente tienen la misma cardinalidad.
Dado que cada fibra es discreta, tenemos que cualquier par de fibras son homeomorfas.

Definicion 2.20. La multiplicidad de un espacio cubrieNn(L&,p) de X es el cardinal de
una fibra. Sila multiplicidad es, tambgn se dice quéX, p) es un espacio cubriente de
X de m-hojas.

Definicion 2.21. El plano proyectivaP™ es el espacio cociente obtenido $f&
identificando cada punto de S™ con su punto antipoda x.

(S™, p) es un espacio cubriente B&" dondep es la aplicadn que identifica puntos
antipodas.

Corolario 2.22. Sin > 2, entoncesr; (RP™) = Z/27Z.

Demostracbn:
Sabemos quésS™, p) es un espacio cubriente @& de multiplicidad 2. Como se puede
ver en [4] pag. 282

por tanto[r; (RP™, x¢) : p.m1(S™, Zp)] = 2. Dado queS™ es simplemente conexo para
todon > 2 entoncelr; (RP™, xg)| = 2.

Por lo tantorr; (RP", zy) = Z/27Z.

Corolario 2.23. Sea(X, p) espacio cubriente d&, seaz, € X y sea
Y = p~H(xo).

(i) Si 7o, 7, € Y, entoncep, w1 (X, 7o) y p.m1(X, 1) son subgrupos conjugados de
™ (X7 1"0)'

(i) Si S es un subgrupo de; (X, zo) que es conjugado de.m (X, &) para algin
Zo € Y, entonces existg; € Y tal queS = p,m (X, Z1).

Demostracbn:
(i) Recuerde el diagrama conmutativo del teorema 2.19 4goa x1)

- P _
(X, To) —== ™ (X, 21) (2.11)

bt

~

71 (X, o) T:*>7T1(X,CU0)
dondel.[f] = A1 fA] y A[f] = [A"1£A] y dondeX es una trayectoria eN dedy azyy
A =DpA
Entonces
p*j\*ﬂl (X, fO) = PxT1 (Xa mNl) = APsT1 (X7 fO) = P‘_l]p*ﬂ'l (X, fO)P‘]

y ad los subgrupog. (X, 1) y p.m1 (X, #o) son conjugados pdi] € 71 (X, z).
(Note que\ es una trayectoria cerrada enpuesio, 1 € Y = p~!(zo).)
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(i) Suponga ques = [\~ !p.m1 (X, 29)[\] con[\] € 71 (X, z0). Seal la Unica
trayectoria enX tal que pA = Ay A\(0) = 2. Note que\(1) € Y = p~! (o) (pues
pA = )), digamos\(1) = 7.

Usando el diagrama conmutativo en el teorema 2.19 tenemos 5
S = [)\_l]p*ﬂ'l (X, (fo)[)\] = AePsT1 (X, fo) = De AT (X, fo) = PxT1 (X, fl)

2.5. Espacio cubriente regular

Definicion 2.24. Un espacio cubrientéX , p) de X es regular sip,m (X, ) es un
subgrupo normal de (X, ) para todoxy € X

Observacbn 2.25. Sigf(,p) es un espacio cubriente regular dg entonces
P11 (X, o) = p.m1 (X, £1) para todozy, 1 en la misma fibra.

Demostracbn: ) )
Por el corolario 2.23(ip.m (X, 21) = A pami (X, 29)[A] para algund)] € 7y (X, zg).
Pero como ade&sp.m1 (X, Zo) < m1(X, o), entonces

pam1 (X, %1) = N pam1 (X, 20)[A] = pamri (X, o).

Observacbn 2.26. Si X es simplemente conexo, entont&s p) es regular.

Demostracbn: )
Comoz es simplemente conexo, entonces tenemosrgUE, 7o) = {1}. Asi,
p«m1 (X, Zp) = p«(1) = 1. Por lo tanto( X, p) es regular.
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Capitulo 3

Transformaciones cubrientes.

En esta secon investigaremos aplicaciones entre espacios cubrientes de un e¥pacio
Empezamos por recordar el teorema 2.7 (levantamiento de hora®ioBi( X, p) es un
espacio cubriente d¥ y si f : X — Y es una fun@n continua que tiene un
levantamientof : Y — X, entonces cualquier homofiapque empiece cofi se puede
levantar a una homot@gque empiece cofi. Asi, si f ~ gy f tienen un levantamientg,
entonceg tiene un levantamientpy f ~ §. El siguiente resultado da una condici
necesaria y suficiente para gqfieY — X tenga un levantamiento.

3.1. Criterio de levantamiento

Teorema 3.1.(Criterio de levantamiento).
SeaY” localmente conexo por trayectorias, y ska(Y,yo0) — (X, zo) continua. Si
(X, p) es un espacio cubriente d€, entonces existe umico f : (Y, yo) — (X, 2p)

(dondesy € p~1(xp)) levantamiento dg siy Dlo si fom1 (Y, y0) C psm1(X, T0).

(X, 20) (3.1)

Demostracbn:

Supongamos que existe un levantamiehtte f, esto espf = fy f(yo) = 2. Entonces
por funtorialidad tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

m (X, Zo) (3.2)

\

WI(Y7 yO) T’ 7-"1(‘)(7 xO)

Entoncesf.m (Y, yo) = ps fem1 (Y, %0) C pami (X, %o).

45
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Por otro lado, supongamos ahora gue; (Y, yo) C p.m1 (X, 4o). Probaremos que existe
unanicof : (Y,y0) — (X, o) levantamiento d¢, el lema 2.5 nos dice que de existir el
levantamiento e@nico (pues” es conexo) por lo queéd necesitamos considerar la
existencia.

Recordemos que un espacio conexo y localmente conexo es conexo por trayectorias.
Por lo tanto Y es conexo por trayectorias.

Seay € Y yseah : I — Y unatrayectoria dg; ay, ad fh es una trayectoria de
f(y0) = w02 f(y)- o
Por el teorema de levantamiento de trayectorias existmiao levantamienta en X que
levanta afh y con A\(0) = .

Notemos que definiendp: ¥ — X porf( ) = (1). se cumple que

pf(y) = pA(1) = fh(1) = f(y) esto es; es un levantamiento dg

Pobaremos qug esh bien definida, es decir, no depende de la etecde la trayectoria
y que efectivamente es continua.

Como se muestra en la siguiente imagen

MOy = § AL

-
R

fiyo) =z

X

Para ver que\( ) es independiente de la ele@uide la trayectoria seah; otra trayectoria
dey, ay, y sea\; la nica trayectoria efX tal quepAl fhi con)\( ) = 2p. Entonces
h*hi' esun lazo ey basado emy. Asi, f(h+h™1) = (foh) x (fohy') esunlazoen
X basado ery (yo) = xo.

Dado quel(f o h) * (f o hy )] = fulh x hy'] € fomi (Y, 30) € pami (X, o)
(lainclusbn es por hiptesis), entonces,

[(f o h) = (f o hi')] = p[g] = [pg] para algin[g] € m (X, Zo).
esto esg es un lazo eX basado en

entonces(f o h) * (f o~hf ) = pg rel {0, 1} esto implica que
(foh)x(fo ht) * pAi =~ pg *p/\l rel{0, 1} entoncesf o h =~ pg *p)\l rel {0,1} pues
pAi = fohias foh~p(*A)rel {0,1} puesp(j * A1) = pg * pA1.
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AL (0) = AM0) = @
A(0) = A(0) =2 Despu é s del an a lisis

siguiente, veremas que estos
puntos coninciden.

flyo) = 2o

Ahora, tenemos quiey G * A1 son levantamientos dgo h y p(g * A1) respectivamente
tales quer(0) = (g * A1)(0) = 2. Por el corolario 2.9 tenemos= g * A; rel {0, 1}, en

particularA(1) = (§ * A1)(1) = A1 (1) como quefamos probar.

Por lo tantof est bien definida.

Finalmente veremos qué: Y — X es continua. Seg € Y, seai = f(y), y seal/; una
vecindad abierta de, debemos encontrar una vecindad abigftdey con f(V) C Uy.
Sear = pZ € X, sealU una vecindad admisible abierta dey seaS la hoja sobrd/ que
contiene &t.

Remplazand@/; porU; N S de ser necesario, podemos suponeriGue S (recuerde que
S es un conjunto abierto eki). Dado quep es una aplicaéin abierta, el conjunt®’;
definido porp(Ul) es una vecindad abierta deconU; C U. Dado quef es continua,
f~Y(U1) es una vecindad abierta geenY. Dado queY” es localmente conexo por
trayectorias, entonces existe una vecindad abierta conexa por trayektanas

y eV c f~Y(Uy). Afirmamos quef (V) C U lo cual completé la prueba.
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Seah : I —; Y una trayectoria dgy ay y X el levantamiento d¢h con 5\(0) = zp. Sea
v € V, dado qué/ es conexo por trayectorias existe una trayectsial — V dey av;
ad
ha(I) CV C f71(Uh) y fha(I) C Ut

Seaji : I — X el levantamiento d¢h, conji(0) = Z.
Dado quel/; C U y U es admisible entoncgs= (p|s)~*(fhz) implica que
fi(1) € S N U, = U;. Recuerde ahora que Hamos definida: := f(y) donde
f(y) := A(1) donde\ es elunico levantamiento dgh tal que(0) = .
Por tanto tenemos que1) = Z = /i(0), entonces\ i esh definido.
Pero, ~ ~

p(A* i) =pA*pfi = fh* fha = f(h* hy)
dondeh * hy €s una trayectoria dg av; adenas

(A # 1)(0) = A(0) = .
Por tantof (v) = (A = 2)(1) = fi(1) € U;, como queiamos probar.

U,

/\, /_\‘l = F(go) _ft.q_)____ﬂn)
[S—
[
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Nota: El criterio de levantamiento es un ejemplo de un teorema bueno de tigolog
algebraica. Un resultado tofglico (en este caso la existencia de una cierta &mci

continua) es equivalente a un problema algebraico (en este caso un subgrupo contenido en
otro subgrupo).

Corolario 3.2. SeaY” simplemente conexo y localmente conexo por trayectorias, y sea
f:(Y,yo) — (X, z0) continua. S(X, p) es un espacio cubriente déy si
7o € p~ (o), entonces existe umico f : (Y, o) — (X, 7o) que levanta af .

Demostracbn:

Se sigue directamente del teorema, pues dadd’ge simplemente conexo,
m1(Y,y0) = {1} entoncesf,m1 (Y, yo) = {1} C p«m1 (X, o)

Observacibn 3.3. Ponemos la hiptesis de qu&” sea localmente conexo por trayectorias
en el corolario 3.2 pues recuerde que un espacio simplemente conexo no necesariamente
es localmente conexo por trayectorias.

Corolario 3.4. SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias y sg&np), (Y, q)
espacios cubrientes d€. Elijamos puntos basey € X, 7o € X y 7, € Y con

pLo = o = qio- Sigxm1(Y, 7o) = p»m1 (X, £p), entonces existe uriaica funcon
continuah : (Y, 7o) — (X, %) conph = ¢q. Aden@sh es un homeomorfismo.

Demostracbn:

Sabemos qu¥ es conexo por trayectorias por defidiside espacio cubriente, adasy”
es localmente conexo por trayectorias ptiess localmente homeomorfa¥ Tambin
por hipdtesisg,m1 (Y, 7o) = p«m1 (X, 40), ad en particulai, 71 (Y, 5o) C psm1(X, %), lo
cual implica que existe por el teorema 3.1, dimica funcén continua

h:(Y,40) — (X, ) tal que el diagrama siguiente conmuta;

X, @) (3.3)

(
T
(Y, 90) —5= (X, zo)

Analogamente por setm1 (Y, 50) C p.m1 (X, %) existe undinica funcén continua
k:(X,%9) — (Y, o) tal que el diagrama siguiente conmuta;

(Y, %o) (3.4)
e
q
(X’ fO) T (X7 .1‘0)
Como (3.3) y (3.4) conmutan entonces,
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hk

(Xv'f() XafO)

) (
x P
(X, z0)

conmuta.

Peroid ; : (X,40) — (X, %) es tal que al sustituirla pdrk en elGltimo diagrama
tambén lo hace conmutar. Pero por la unicidadhdek dada por el teorema 3.1
entoncesik = id ;.

Analogamenté:h = idy . Por lo tantoh es un homeomorfismo.

Observacbn 3.5. Seap : X —» X continua y sed/ un conjunto abierto efX que es
parejamente cubierto pgr. SiV es un subconjunto abierto dé entonced’ es
parejamente cubierto par.

Observacbdn 3.6. Se~an(f/, q) y (X, p) espacios cubrientes d€. Si existe una funén
continuah : Y — X conph = ¢, entonces es sobreyectiva.

(Usando el teorema 2.6 de levantamiento de trayectorias)
Seayy € Y, 7o = h(yo), zo = p(£p) entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo;

(Y) y~0)

¥ X
h -
h'
e
/
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Seai € X y seal una trayectoria dg ai. Sea\ = p), entonces\ es una trayectoria de
zo = p(@o) az = p(z). Sea\ : I — Y el ¢ — levantamiento de X tal queX (0) = yo.
Notemos quéi\' : I — X es tal quq)(h)\’) =g\ = X conhN(0) = h(zo) = 7o, esto
es,h\' es unp — levantamiento de A conhX'(0) = i, por unicidad entonces\' = A

En particularh (XN (1)) = A(1) = Z conXN'(1) € Y.

Por lo tantoh es sobreyectiva.
[

El siguiente teorema aniplel criterio de levantamiento. (Teorema 3.1) Y para probarlo
usaremos la observaxi siguiente.

Observacbn 3.7. Sea( X, p) un espacio cubriente d&. Si X es Hausdorff, localmente
compacto, localmente conexo o variedad}@gtixta entonces tamdén X lo es, ya que
toda propiedad local d&X es heredado poX. Como se puede ver en [4] pag. 275.

Teorema 3.8.SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias, §&ap) y (Y, q)
espacios cubrientes d¥. Elijamos puntos base, € X, 7, € X y 4o € Y con

pTo = Lo = qYo- _

Sig.mi (Y, 50) C pami (X, %), seah : (Y, o) — (X, %) unanica funcion continua
tal queph = q. se cumple qu(aY h) es un espacio cubriente dé, y ad X es un espacio
cociente dev.

Demostracbdn:

Por definicon de espacio cubriente, amh&sy Y son conexos por trayectorias. Adasn
X es localmente conexo por trayectorias entonces, por la obsem&ai, X y Y son
también localmente conexos por trayectorias.
Dado queg.m1 (Y, o) C pemi (X, %) entonces por el teorema 3.1 existe dnéca
funcion continua.

h:(Y,50) — (X, %) tal que ph = q.

Queda demostrar qL(é7, h) es un espacio cubriente d& una vez demostrado esto
Gltimo, aplicamos el lema 2.3 y obtenemos dues identificadn, de aguique X es un
espacio cociente dg.

Probemos pues, qu#& , k) es un espacio cubriente dé Seai € X y z = pz € X. Sea
U, una vecindad abierta p-admisible gl§ seal/; una vecindad abierta g-admisible de
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Entonced/; N Us es una vecindad abierta dey dado queX es localmente conexo por
trayectorias, existe una vecindad abierta conexa por trayectoti@sque
xeUCUNUs.

Por la observaén 3.5,U esh parejamente cubierto pply ¢. Entoncep1(U) = |J S;
donde lasS; son hojas erX; SeaS = S;, la hoja que contiene & Es suficiente probar
quesS esh parejamente cubierto pbr(puesh es sobre, por la observaci 3.6)
Ahora,q~(U) = |J Tk, dondeT}, son las hojas elf; ad lasT}, son abiertas, ajenas por
pares yg|r, : T, — U son homeomorfismos, entonces cdfas conexo por
trayectorias.

Notemos que(p o h) = ¢q entoncegp o h) 1 (U) = ¢~ 1(U) esto implica que
h=1(p~Y(U)) = UT entonces 1 (| S;) = U T}, por tantoh~1(S) C |J T.

Por otre parte, para cadsse tiene que,
ph(Ty) = q(Ty,) =U
entonces
h(Ty) € p~'(U) =US;.
Y en particular tenemos que

h(T})

(s nh(Ty)
= U5 N A1)

Dado queh(T}) es conexo por trayectorias entonég$},) es conexo.

Notemos qué:(T}) N .S; # @ para j's distintas no es posible pued;) seia unidbn de
dos abiertos ajenos no vas enh(T}). (Pues losS; son abiertos y ajenos por pares).
Entonces,

h(Tk) CSo h(Tk) ns=ao.
Asi Ty, € h=L(h(T})) € h=1(S) 6 Ty N h~1(S) = @ por tanto
Ty C h_l(S) 60T N h_l(S) = .
Considerd J, . . T}, dondeT}, es tal quel, C h~*(S) para toddk € K'. Afirmamos que;

U T =n""(5)

keK'’

En efecto, por un lado Seac |J, . Tk €ntoncesy € Tj, para algunak € K’
implica quey € A= 1(S). Asi Uy T € A 1(S)

Por otro lado seg € h~1(S) entoncesy € T}, para algunak € K entoncesk € K’
(pues de no ser g, N h'(S) = & lo cual no es posible.) 881 (S) C Uycx Tk.
Finalmente, sh(T}) C S entonces existe el siguiente diagrama comutativo
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Ty
%\
alry, | = S
pls
U

Dado quey|7, Y p|s son homeomorfismos, se sigue dué},) es un homeomorfismo,
pues,
(pls)(hlz,) = glr, entoncesi|r, = (p|s) g,

Asi hemos probado qu& esé parejamente cubierto phr

3.2. Espacio cubriente universal

Definicion 3.9. Un espacio cubriente universal dé es un espacio cubrienteX, p) con
X simplemente conexo.

Nota: A veces se abusa de la notatiy se dice que&X es un espacio cubriente universal de
X cuandoX es simplemente conexo.

Teorema 3.10.SeaX conexo y localmente conexo por trayectorias, y@éag) un
espacio cubriente d& . Si(X, p) es un espacio cubriente universal e entonces existe
unaulnica funcon continuah : X — Y que hace conmutar el siguiente diagrama.

Demostracbn:

Dado queX es localmente conexo por trayectorias, por la obsebva@i7 entonceX
tambien es localmente conexo por trayectorias.Adsor setX cubriente universal, es
simplemente conexo. Entonces, por el corolario 3.2existaiso levantamiento

h: X — Y, esto es, ufinicoh que hace conmutar el diagrama.

Corolario 3.11. De existir el espacio cubriente universal,{@sco.

Demostracbn:
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Sean(X,p)y (Y, q) espacios cubrientes universalesXleSeaz, € X,

7o € p~ (o), %0 € ¢ 1(xo). Por el teorema 3.10 existe ufiaica funcon continua
h:(X,40) — (Y, 7o) y existe undinica funcén continuak : (Y, 7jy) — (X, &) tales
gue los siguientes diagramas conmutan:

Entonces,

kh

conmutan.
Aplicando la unicidad dé y £ dada por el teorema 3.10 entonéés= id ; y hk = idy,
y por lo tantoX y Y son homeomorfos. Por lo tanto el cubriente universairgso.

3.3. El conjunto de transformaciones cubrientes

Definicion 3.12. Si (X,p) es un espacio cubriente dg, una transformadn cubriente es
un homeomorfismb : X — X conph = p; esto es, el siguiente diagrama conmuta:

X (3.6)

DefinimosCouv(X /X ) como el conjunto de todas las tranformaciones cubrientes.

Observacbn 3.13. Cov(X/X) es un grupo bajo composimi de funciones.
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Graficamente podemos tener en mente los siguientes diagramas, si companerhgs
h20h1

X——————

h ~ - h - ~
: X X—2>X:>X—>X
X X X

Nota: Antes de continuar, mencionaremos una aralegtre grupos de transformaciones
cubrientes y grupos de Galois. Suponga fjues un subcampo de un campo

Recuerde que;

Gal(E/F) = {automor fismos 0 : E — E | 0(a) = a para todo a € F'}

Sii: F — FE es lainclusbn, entonces un automorfisraode £ est& enGal(E/F) siy
sblo si el siguiente diagrama conmuta;

N

Dado que todas las flechasasinvertidas, uno debe esperar que las transformaciones cu-
brientes den una teoria de co-Galois, esto es, hay resultados “duales”para espacios cubrien-
tes con respecto a los resultados usuales de los grupos de Galois. En este alualog
espacios cubrientes universales juegan el rol de cerraduras algebraicas. Como se puede ver
en [4] pag. 309.

Comparando el siguiente resultado con el teorema 2.17, vemaS@quel / X) tiene pro-
piedades parecidasma(X, o).

E

(3.7)

Observacbn 3.14. Cov(X /X) actiia en la fibra dexy € X.
Demostracbn:

Sea- : Cov(X/X) x p~(zg) — p~!(x) definida porh - = h(z). Probaremos que
esh bien definida, es decir, que efectivamente) € p—! (o).

Sear € p~!(=xo)

entoncesp(h(z)) = p(z) puesh € Cov(X/X), perop(z) = zo, entoncesh(z) €
p~(2o0).-

Probaremos ahora ques una acéin
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Seanh,, hy € Cou(X/X)y seax € p~'(x,) entonces;

(h1-h2)-(z) = (h1oho)(z)
= hi(h2(z))
= hy(hs - x)
= - (he-2)

AdemasId € Cov(X/X)yId -z = Id(z) = z para todar € p~ ! (z).

Por tanto, es una acéin.

Teorema 3.15.SeaX conexo Yy localmente conexo por trayectorias y&ga X. Entonces
un espacio cubrientéX, p) de X es regular siy 8lo siCov(X /X) actla transitivamente
en la fibra sobre.

Demostracbn:

Supongamos qu& es regular. Probaremos q(ﬂ@fu(f(/X) actia transitivamente en la fi-
bra dexg.

Seanzy,7; € p_l(xo) Dado que(X, p) regular y por el corolario 2.23 tenemos que
pe1 (X, %) = p*m(X Z1). Asi por el corolario 3.4 existe ufinico homeomorfismo
h:(X,5) — (X £1) conph = p; esto es, existé € Cov(X/X) conh(zy) = 1.
Por lo tantoC'ov(X /X)) acia transitivamente epr ! (zz).

Por otro lado, Sef\] € (X, xo) y seazy € p~ (o). Entonces, por el corolario 2.23 (ii)
tenemos que

A pemi (X, 20)[A] = pom1 (X, £1) para alginz;, € p~(x).

Por otra parte qu€ov(X /X) aclie transitivamente ep—l(mo) implica que existeh €

Cov(X/X) tal que h(zp) = &1, entoncesh,m (X, %) = m1 (X, 41), puesh es homeomorfismo, entonc
h. es isomorfismo, y aplicandn en ambos lados tenemos queb.m1 (X, %) = p.m1 (X, &),

pero por otra partep. h. (X, %) = p.m1(X,a1) puesh, es isomorfismo. Por lo tanto

pemi (X, %) = pomi (X, 47).

Asi,
A pami (X, 40) [A] = pami (X, 1) = pam1(X, 40)
por tantop,m; (X, %) < w1 (X, zo) para todagy € p~!(x0), y se sigue que&X es regular.

Teorema 3.16.Sea( X, p) un espacio cubriente d&.
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() Sih e Cov(X/X)yh +# 1, entoncesh no tiene puntos fijos.
(ii) Si hy, ha € Cov(X /X))y existez € X conhi(Z) = hy(i), entoncesy; = ho.

Demostracbn:
Probaremos que gitiene puntos fijos, entonces debe ser la identidad.

(i) Suponga que existe € X con h(z) = 2 y seax = pz. Considere el diagrama.

(X,8)————-——— - (X, %) (3.8)

Dado queX es conexo por trayectorias entonceses conexo, entonces por el le-
ma 2.5, hay a lo /s una sola manera de completar este diagrama tal que conmuta.
Comoh y 1; completan el diagrama, = 1 5.

(ii) Si hy (%) = ha(Z), la aplicacn h *hy € Cov(X /X) tiene un punto fijoz, entonces
por (i) tenemos quel‘lhg = 14. Porlo tantoh; = hs.

3.4. Equivalencia entre espacios cubrientes

Definicion 3.17. Dos espacios cubrien}e{?ff, q)y (X,p) de un espacicX se dicen equi-
valentes si existe un homeomorfismoY — X tal que el siguiente diagrama conmute;

[} ~
X

X
Teorema 3.18.SeaX localmente conexo por trayectorias, y sea € X. Sean(ff,Nq) y
(X,p) espacios cubrientes d€, y seazy € p~' (zo) y seago € ¢~ ' (zo). EntoncegY’, q)

y (X, p) son equivalentes si Yk siq.m1 (Y, 4p) Y p«m1(X, o) son subgrupos conjugados
demi (X, xo).

(3.9)

Y

Demostracbn:

Supongamos primero qu&’,q) y (X,p) son equivalentes, y sga: ¥ — X un ho-
meomorfismo tal quey = q. Entoncey(9o) = q(9o) = zo esto implica quep(go) €
P ().

Ademas por setp homeomorfismoy, : m (Y, 75) — m1 (X, (3o)) €s un isomorfismo.
Entonces,

g% (Y7 y~0) = DPxPxT1 (Yv gO) = Px+T1 (X7 SO(?JO))
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Luego, comato, ¢ (o) € p~" (o) por el corolario 2.23 ()p.m1 (X, %) Y pem1 (X, ¢(30))
son subgrupos conjugados. Por tapta; (X, 7y) v ¢.m1 (Y, 90) = q.«m1(Y, 3o) Son sub-
grupos conjugados de (X, z¢).

Por otro lado notemos quUE€ es conexo porquees una aplicaéin cubriente yX es conexo
por trayectorias.

Supongamos que1 (Y, 5o) Y p«m1 (X, %) son subgrupos conjugados g X, ). Por
el corolario 2.23(ii), entonces existe € p~!(zo) tal que

Q*Trl(i}a Z/NO) = p*ﬂl()zv :El)

Luego por el corolario 3.4 existe el homeomorfisgo: Y — X tal quepy = ¢
Por lo tanto(Y', q) y (X, p) son equivalentes.

Recordemos que $iX, p) es un espacio cubriente déy sizy € X, entoncesr; (X, z)
actua transitivamente en la fibga!(zo) de la siguiente manera: $f] € w1 (X, o) y
& € p~!(x9), entonces - [f] = f(1) dondef es elinico levantamiento d¢ con f(0) = 7.

Definicion 3.19. SeaG un grupo y seary’ y Z G-conjuntos. Una funény : Y — Z se
llama G-equivariante sp(g - y) = g - ¢(y) paratodag € G y para today € Y, o bien, si
el siguiente diagrama es conmutativo.

0
Y —=Y (3.10)
¢ ¢

ZT;)Z

donde para cada € G la funcibn 6,0, : Y — Y definida pord, : y — g -y es una
permutacbn deY.

Definicion 3.20. Un G-isomorfismo es una furiti G-equivariante que tamé es una bi-
yeccbn. Denotaremodut(Y') el grupo (bajo la composion) de todos loé&' —isomor fismos
deY en $ mismo.

Vamos ahora a probar que un espacio cubrie}hgo) de un espaciX (con punto baseg)

est completamente determinado por la fipra (zo) vista como unr; (X, zo)-conjunto.
Necesitamos algunos resultados deigede grupos.

Lema 3.21. SeaG un grupo, seadd un subgrupo dé&- (no necesariamente normal), y sea
G/H lafamilia de clases laterales izquierdas #leenG. Entonces,

1. G actua enGG/ H por traslacbn izquierda.
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2.G/H es un G-conjunto transitivo.

3. H es el estabilizador de la clase dé.

Demostracbn:
(1) Veamos primero qué&' actua enG/ H por trasladdn izquierda.
En efecto, definamos

-:GxG/H — G/Hpora-(gH) =agH

entonces
()1-(gH) =1gH = gH

(i) (ara2) - (gH) = (a1a2)gH = a1(a2g)H = a1 - (aegH) = a1 - (a2 - (¢H)).

Por lo tanto es una acéin.
(2) Para ver qué’/ H es unG-conjunto transitivo, seap H, go H € G/H y seaa = glggl
Entonces,

a-(g2H) = agoH
= 195 g H
= gH

(3) H es el estabilizador de la clase He

En efecto;
Gg = {9€Glg-H=H}
{9 € GlgH = H}
= {geGlge H} =H.
[ ]
Lema 3.22.

(i) Si X es un G-conjunto transitivo ¥/ es el estabilizador de un punto, entoncéses
G-isomorfo &G/ H, la familia de todas las clases laterales izquierdasiien G dondeG
actha por translacbn izquierda.

(i) Si H y K son subgrupos de un gruge, entonces=/H y G/K son G-isomorfos siy
sblo si H y K son conjugados ef.
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Demostracbn:

SeaH el estabilizador de un punto én entonced? = G, para al@ginzy € X.

Dado queX es unG-conjunto transitivo entonces para cad& X existe ung, € G tal
queg, - o = z. Entonces definimo& : X — G/H porf(z) = g, H. Probaremos qué
es unG—isomorfismo

= § est bien definida.

Sear € X y seang,,g, € G tales queg, -9 = =y g, - ©g = x entonces
gz To = g, -7 estoimplica que; g, -z = x¢ ad tenemos que; g, € G,, = H
se sigueg, H = g/ H.

Por lo tantod est bien definida.
= () es sobreyectiva.

SeagH € G/H.Seax = g-xyp € X = 0(x) = gH. Por lo tantad es sobre.

= § esunoauno.

Seanr;, zo € X tales qued(x1) = 6(x2)

entonces g H = g,,H cong,, - xo = =1, gz, - To = T2 €Sto implica qug;llggc2 €
H = G,, ad tenemos que;glg:D2 - xg = xo por tantogy, - xo = gg, - To . EStO
implica quer; = x9, y por lo tantod es uno a uno, se sigue géies una biyecén.

= § esG-equivariante.

Seam € Gy x € X. Entonces por sek transitivo existgy, tal quex = g,-z¢y tambin existey,, tal quea
xo:a-x:a-(gm-xo) = agg * Xo-

Entoncesg;, lag, - zo = z¢ estoimplicaque, lag, € G., = H entoncesg,,.H =

ag, H portantod(a - x) = af(x). Asi § esG-equivariante.

Por lo tantad es unG — isomorfismo.

(i) Suponga qué : G/H — G/K es un G-isomorfismo.
Existeg € G tal quef(H) = gK. Notemos que para cadac H gK = 6(H) =
O(hH) = ho(H) = hgK = g 'hg € K, porlo tantog ' Hg C K.
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Por otra parte,

0(g"'H) = g '0(H)

= g '(9K)
- K.

Entoncesf1(K) = g 'H. Ademas, sik € K entoncey 'H = 0 1(K) =
61 (kK).

Por otra parte tenemos qa@ ! (kK)) = kK y (k6= 1(K)) = k(071 (K)) = kK

Por tanto
001 (kK)) = 9(k0~1(K)) entonce¥d 1 (kK) = k01 (K) = kg 'H

Entonces
gkg~! € H entoncesk € g~'Hg esto implica quek C g~ 'Hg

por lo tantog ' Hg = K.

Por otro lado supongamos qiig K son subgrupos conjugados @fey notemos que para
a,b € G setiene queH = bH siy Dlosia='b € H luegog—ta'bg € g-'Hg = K si

y sblo siagK = bgK.

Afirmamos que) : G/H — G/ K definida poW(aH) = agK es unG-isomorfismo.

e ) est bien definida:
SearvH = bH

0(aH) = agK
= bgK por la observaén anterior
0(bH).

e 0 esinyectiva:
Supongamos qu&aH) = §(bH ). Entonces

gK = bgK ad,aH = bH por la observaéin anterior.

Por tanta) es inyectiva.
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e 0 es sobreyectiva.
SeabK € G/K. Entoncesdg ' H € G/H es tal que

O(bg 'H) = bg 'gK = bK.
Por lo tantod es sobreyectiva.

e 0 esG-equivariante.

pues
0(abH) = (ab)gK = a(bgK) = a - 6(bH)

|
Lema 3.23. SeaX localmente conexo por trayectorias, y seac X.
Dos espacios cubrientds(,p) y (Y, ¢q) son equivalentes si Yo si las fibrasp=!(z¢) y

q (o) sonmy (X, zq) — conjuntos isomorfos.

Demostracbdn:

Seanig € p~' (o) Y 4o € ¢ (z0). Por el teorema 2.17, la fibga * (o) es unm (X, x)-
conjunto transitivo yp.m1 (X, 7o) es el estabilizador deo. Similarmenteq—!(x() es un
71 (X, zo)-conjunto transitivo yy,. w1 (Y, go) el estabilizador dg,. Luego por el lema 3.22(i)

(X, 20) /pem1 (X, 20) €5T1 (X, 0 )-isomorfo ap~ (zo)

(X, 20) /g1 (Y, 9o) €sm1 (X, zo)-isomorfo ag* (yo)

Por otra parte, por el teorema 3.18

tenemos quéX,p) y (Y, q) son equivalentes si % sip. (X, 7) y ¢.m1 (Y, Jo) son sub-
grupos conjugados de; (X, z(). Pero esto es equivalente (por el lema 3.22(ii) ) ya que
m1(X, 20) /psm1(X, 50) Y T1(X, o) /g1 (Y, o) Seanm; (X, zo)-isomorfos. Y por nues-
tra observadin esto equivale a su vez a que' () y ¢! (zo) seanr; (X, zo)—isomorfos.

Lema 3.24. SeaGG un grupo que acta transitivamente en un conjuntg y seanc,y € Y.
Entonces los estabilizador€s, y G, son iguales si y@o si existep € Aut(Y') tal que

p(z) =y.

Demostracbn:

Suponga primero que existec Aut(Y) conp(z) = y.
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Sih € G entoncesh -z = x implica que p(h-z) = p(z) = y. Por otra partep(h - z) =
h-¢(x) =h-y adtenemos qué - y =y entonces: € G, por lo tantoG, C G,,.

La otra inclusbn se demuestra de manera similar veamoslo en detallé: S&&, entonces:-
y = y esto implica quex—1(h - y) = ¢~ 1(y) = z. Por otra partep—! esG-isomorfismo
puesy esG-isomorfismo. Ash - x = x implica queh € G, as G C G,.

Por tantoG, = G,.

Por otra parte suponga qé& = G,. Seaz € Y entonces existg € G tal quez = g - .
Definamosp : Y — Y porp(z) = p(g-z) =g - v.

e ¢ esh bien definida, esto es, no depende de la édacdeg.

Sig-x = g; -z entonceg; 'g-x = x portantog; 'g € G, = G, Entonceg; 'g-y = v,
por lo queg - y = g1 - y, por tantop(g - z) = (g1 - z).

e ¢ es una fundn G-equivariante.
Sihe Gy z e Y talquez = g - x, entonces

ph-2) = ¢(h-(g-2))
¢(hg - )
hg -y
h-(g9-y)
= h-o(z).

e  es una biyecén.

Seag’ € Gy aden@asé una funcon G—equivariante, d¢enemos qué : Y — Y esta
definida pod (¢’ - y) = ¢’ - z. Entoncedp(g-z) =60(g-y) =g - x

astenemos quéy = id : Y — Y. Analogamentepf(g - y) = ¢(9-x) = g-y
entoncespf = id : Y — Y. Por lo tantop es biyecabn.

Finalmente notemos que:

plx)=pl-z)=1-y=y
[
Lema 3.25. Sea(X,p) es un espacio cubriente d€, donde X es localmente conexo

por trayectorias y seay € X. Dadoszy,z; € p~'(zo), existeh € Cov(X/X) con
h(7o) = #1 si'y Dlo si existep € Aut(p~!(xo)) cony(7p) = 71.
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Demostracbn:

Suponga que existec Cov(X /X) tal queh(zo) = Z;. Entonces los siguientes diagramas
conmutan:

(wal

B
5

Entonces cumple con las hipotesis del teorema del Ievantamiemmaslos que.Ty (X, ;”0) C
a1 (X, 1) Y pam1 (X, o) 2 pumi(X, 21). Portanto tenemos quer; (X, 2y) = p.m1 (X, 21).

Por otro lado, supongamos qugr; (X, 29) = p.m1(X,#1) entonces por el corolario 3.4
existeh € Cov(X/X) tal queh(zy) = 41, ad tenemos que existe € Cov(X/X) tal
queh(:fo) = 71 Si Yy Dlo Sip*ﬂ'l(X, f()) = Ds«T1 (X, fl)

Dado quep.m; (X, ©) es el estabilizador dé&, (por el teorema 2.17 (ii)). Entonces exigte
Cov(X /X) tal queh(zy) = Z;siy Slo si los estabilizadores d& y z; coinciden. Por
el lema 3.24 tenemos que esto ultimo ocurre sblp si existep € Aut(p~!(zg)) con
¢(To) = 21.

Lema 3.26. Sea(f(,p) un espacio cubriente d&, dondeX es localmente conexo por tra-
yectorias, seay € X,y seap !(xo) la fibra dezq vista como unry (X, z¢) — conjunto.
Entonces tenemos un isomorfismo de grupos.

Cov(X/X) N Aut(p~t(z0))
h+— h|p—1(a:0)

Demostracbn:

Probaremos primero queest bien definida, esto es,/sic Cov(X/X) entonces efectivamentg, -1, €
Aut (p~(z0)).

o h(p~(x0)) = p~ (o) :
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0)) entonces = h(Z) para algin £

Por un lado, sea € h(p~!( € p- .
7 p(Z) = x estoimplica quéy(z) € p~1(xzo).

xr
Ahora, ph = pentoncesoh(a:) =
Por lo tantoh(p~!(zg)) € p~!(z0)

Por otro lado, sea € p~ (o) entonces existé € X tal queh(z) = z de modo que(z) =
ph(%) = p(z) = xpad ¥ € p~(xo) y entonces = h(z) € h(p~*(zo)). Por lo tantop=* (o) C
h(p™*(z0))

Ademashl,-1 () : p(zo) — p~'(zo) €s una biyecédin, pues por lo anteriot|, 1,

es sobreyectiva . Ades es inyectiva por que: X —s X es inyectiva al ser un homeo-
morfismo.

® hlp1(zy) i P (o) — p(20) €S UNTL (X, T0) — isomor fismo.

Hz

Sea[f] € m(X,z0) y & € p~*(z0).

h([f] - z) = (f( )) d ndef es el levantamiento d¢ tal que f(0) = Z. Por
otra parte,[f] - h(Z) = f1(1) dondef1 es el levantamiento d¢ tal quefl( ) =
h(z). Perop(hf) = pf = fy hf(0) = h(z). Entonces por unicidadf = f
por lo tantoh([f] - ) = [f] - h(Z).

Hemos probado quigl,-1(,,) € Aut(p~! (z0)).

Probaremos ahora quees un isomorfismo de grupos.

e ) es homomorfismo:
pues

Y(h1 - ha) (P1 - h2)lp-1(z0) = Pilp-1(e)h2lp-1(z0) = ¥ (h1)(h2)
por lo tantoy es un homomorfismo.

e 1) esinyectiva.

Seah € Cov(X /X)tal que(h) = id : p~(zo) — p~ (o) entoncesh|,—1(,,) =
id : p~ (o) — p~(x0) entoncesh = id : X — X por el teorema 3.16 (i).

Por lo tantoy es inyectiva.

e ¢ es sobreyectiva.

Seayp € Aut(p~!(x))y seaz € p~'(zq). Por el lema 3.25 existe € Cov(X /X)
tal queh(z) = ¢(Z). Dado quer; (X, zo) actia transitivamente epr*(zo), enton-
ces para cada; € p~!(zo) existe[f] € 71 (X, z¢) tal quez; = [f] - &.
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Por tantoh(z1) = h([f] - ) = [f] - h(Z) =
Asi tenemos qué|,,- ¢ esto esy)(h)
sobreyectiva.

] 0(@) = ¢(lf] - 7) = @(a1).
= hlp-1(z9) = . Porlotantoy es

Haxo) =

[
Recordemos que $f es un subgrupo de un grugé entonces su normalizador es el sub-
grupo;
Ng(H)={g€G|gHg ' = H}

Note queH es un subgrupo normal d€;(H); mas ain, siH es un subgrupo normal de
G, entoncesVg(H) = G.

Lema 3.27. SeaG un grupo actundo transitivamente en un conjulitoy seay, € Y.
EntoncesAut(Y) = Ng(Gy)/Go dondeGy es el estabilizador dgy.

Tiene sentido hablar del cociente, pug&g es el subgrupo dé&/, entoncesNg(Gy) es el
mayor subgrupo dé&' en el cualGy es un subgrupo normal.

Demostracbdn:

Seap € Aut(Y'). Dado queG actia transitivamente eW, existeg € G tal quep(yg) =
g - yo. Probaremos primero que,c Ng(Go).

Seah € Gy. Entoncesh - yo = yo Y 9- v = ¢(yo) = ©(h-y0) = h - ¢(yo) = hg - yo;
entoncesgy = g 'hg - yo ad tenemos que'hg € Gy esto implica qug—'Gog C Go.

Por lo tantog € N¢(Gh).

Note que sip(yo) = g -y = g1 - yo entoncesg lg; - y, = yo entonceg lg; €
Gy entonceg Gy = g1Gy. Por tanto, la fund@n

I: Aut(Y) — NG(G())/G()

definida pol’(¢) = g~ 1Go dondep(yo) = g-yo €s una fundn bien definida. Probaremos
gue de hecho es un isomorfismo de grupos.

e I' es homomorfismo:
Seart, ¢ € Aut(Y') y seanp(yo) = g - yo, 8(v0) = 9" - Yo
Entoncedy(yo) = 0(g-yo) = 9-0(yo) = g9’ - yo. Por lo tantal'(8) = (g9') ~* Go.

Por otra partel'(9) T'(p) = ¢’ *Gog 1Go = ¢’ 1g7 Gy = (99') "1Go = ()

se sigue qué& es homomorfismo (Ahora se ve por&jla definicon deI” es con in-
Verso.)
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e ' esinyectiva.
Suponga qué’(¢) = Go entoncesp(yg) = yo estoimplica quep(h - yo) = h -
©(yo) = h - yo para todoh € G. Entoncesp deja fijo todo elemento el de la
formah - yo conh € G. Dado que G adfa transitivante efy” entoncesy = idy
por lo tantol” es inyectiva.

e " es sobre.

Note que sig € N¢g(Gy), definimosyp : Y — Y porp(y) = hg - yo dondey = h - yp
(h € G) entoncesp € Aut(Y) yT'(¢) = g~1Go; en efecto:

= ¢ esh bien definida.

Entoncegy = h-yo Y y = h1-yo €sto esh-yo = h1-yo entonces%zflh-yo = yo esto implica
que hl‘lh € Gy entonces glhl‘lhg € g 'Gog C Go(donde la contendin es porqueg
€ Ng(Gy)) esto implica queg—lh;lhg -0 = Yo esto eshi1g) " thg - yo = yo por tanto
hig - yo = hg - yo.

Por lo tantop est bien definido.

= ¢ es inyectiva.

Seany,y; € Y tales quep(y) = »(y1)

entoncesg-yo = h1g-yo dondey = h-yo Y y1 = h1-yo esto implica quéhig) thg-yo =
yo entoncesy 'hythg - yo = yo entoncesy 'hyhg € Gy esto implica queh;th €
gGog™! = Gy entonceshl‘lh Yo = Yo €sto esh - yo = hy - yo por tantoy = y;.

Por lo tantap es inyectiva.

= p essobre.

Seaz € Y, probaremos que existec Y tal quep(y) = =.
Dado que G acia transitivamente elfentonces existé € G tal queh - (g - yo) = =2.
Definamosy = h - yo € Yentonceso(y) = hg-yo=h-(g-yo) = 2.
Por lo tantap es sobre.
= ¢ esG-equivariante.

Seag; € G,y € Y. Dado queG actia transitivamente ek, existeh, h; € G tales que
y="h-yo, g1y = h1-yo-
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entonces
elg1-y) = hig-yo
g1-¢(y) = g1-(hg-yo)
Perogi -y =nhi-yYy="h-y
entoncesy; - (h - yo) = hi - yo esto implica qué; g1 h - yo = yo entonces g1k € Gy

Asi tenemos qug'h'g1hg € g7 Gog = G entoncey*hi g1hg - yo = yo €StO es,
(h19)~'g1hg - yo = yo por tantogihg - yo = h1g - yo-

Esto esip(g1 - y) = g1 - ¢(v)

por lo tantoy esG-homomorfismo.
Porltimo, dado queyy = 1 - yo entoncesp(yo) = 1g-yo = g - Yo
por lo tantol'(¢) = g~ Gy.

Entonces para probar qliees sobre

seagGy € Ng(Go)/Go entoncey € Ng(Gp) esto implica qug—! € Ng(Gyp) entonces
definiendop : Y — Y porp(y) = hg~! - yo dondey = h -y, entonces, por la afirmaim
anterior,p € Aut(Y)y adenasI'(¢) = (¢ 1) "1Go = gGo

por tantol” es sobre.

Asi tenemos qué&' es un isomorfismo.

Teorema 3.28.Sea(X,p) un espacio cubriente d&, dondeX es localmente conexo por
trayectorias. Entonces, patay € X y o € p~*(z0)

Cov(X /X) = Nx(pemi (X, 40))/pem1 (X, 20)

donder denotam; (X, zo).

Demostracbn:

Por el lema 3.26C0v(X/X) = Aut(p~*(zo)) donde la fibrgp=!(z) es vista como un
71 (X, xp)-conjunto transitivo. A su vez,como el estabilizadori@eesp,m1 (X, 7o) (por el
teorema 3.16 (i), el lema 3.27 nos dice qliet(p~ (z0)) = Ny (pem1 (X, 20))/pem1 (X, To).

Por lo tanto

Cov(X /X)) =2 Ny (pom1 (X, 20))/pemi (X, 7).



3.5 Grupo de monodromia del espacio cubriente regular 69

3.5. Grupo de monodroma del espacio cubriente regular

Corolario 3.29. Sea(X,p) un espacio cubriente regular d¥, dondeX es localmente
conexo por trayectorias. Entonces, parac X y 2o € p~(zo)

Cov(X/X) = m (X, x0)/permi (X, 7o),
es llamado grupo de monodréadel espacio cubriente regular.

Demostracbn:

Dado que X, p) es regularentoncesml(X £o) am (X, zg), entoncesVy (p.m1 (X, %)) =
71(X, xo). Esto implica queCov(X /X) = 71 (X, z0) /p«m1 (X, £) por el teorema 3.28.

Corolario 3.30. Sea(f(,p) un cubriente universal d&', dondeX es localmente conexo
por trayectorias. Entonces, parg € Cov(X/X) = (X, xo).

Demostracbn:

Dado queX es simplemente conexo y cubriente unlversaa,X Zy) = {1} paratodary €
p~(z0) entonew, m (X, 5y) = {1}, de modo queX es regular, entonces del corolario
3.28 se sigue que

Cov(X/X) =2 m (X, x0)/{1} ~ m (X, z0)

3.6. El clculo del grupo fundamental de la circunferencia

Observe que dlltimo resultado da una descripai del grupo fundamental que no requiere
del punto base.

Finalmente en la presente sduticalcularemos el grupo fundamental de la circunferencia.
Aplicacion: Usaremos el corolario 3.30 para probar gquéS!, 1) = Z.

Dado queR es simplemente conex(®, exp) es un cubriente universal @&, (claro, sabe-

mos quesS! es localmente conexo por trayectorias) entonces el corolario 3.30 nos dice que
Cov(R/S1) = 1(S',1). Probemos qué€ov(R/S') ~ 7Z. Seah € Cov(R/S') entonces:

es un homomorfismo tal que;

h:R — Ryexp(h(z)) = exp(x)
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esto esg?™M®) = 27z EntonceRrh(x) = 2wz + 27n(x) donden(z) € Z para cada
z € R ad tenemos que(z) = h(z) — z es continua (pues es suma de dos funciones conti-
nuas). Dado quR es conexo, entoncegx) es constante, digamagz) = n, por lo tanto

h(z) = z + n paran € Z.

Por otro lado, notemos quesic Z y definimosh(xz) = x + n, entoncesh es un homeo-
morfismo y

exp(h(z)) = exp(z+n)
—

por lo tanto h(z) € Cov(R/S1)

Por lo tanto
Cov(R\S") = {h(z) =z +n|ncZ}.

Notemos que&ov(R/S!) = Z mediante el isomorfismg definido por;

Z % Cov(R/SY)
m+— h(z) =z +m.

e ¢ es homomorfismo.
veremos que(m + n) = p(m) o p(n) tal que, para toda € R

h(z) = z+(m+n)
= (x4+m)+n
= hl Ohg(ﬂ?)

dondehi(z) =z +myho(z) =z +n

e  €sUuno auno.
Sip(m) = id entonces + m = x para todar € R
entoncesn = 0 por lo tantop tiene kernel trivial, yp es uno a uno.

e ¢ es sobre.
Seah(z) = z +m € Cov(R\S!)
entoncesn € Z es tal quep(m) = h(z).

Concluimos quer;(St, 1) ~ Z.
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